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3AMEYAHHE K JJOKA8ATEJIBCTBY ®EHXEJIA ,, IPOBJIEMbI JOUJEYER” 
M. Boruap (Byganeurt) 


Hoxaszatenpcrso B. @euxeana [2] nocraznennow A. TapcKu ,,Mpoonempi pomeuer” 
ommpaeTca Ha Ciepyrouly1o emmy: 

Jiemma. [yctp S;,...,S; cyTb mapannenbubie nmonochI B N-MePHOM eBKAMOBOM 
mpoctpanctze. Ilyctb npu g=—1,...,7 TOmmmMHa Sp papHa dp, a e@ HOpManbHbIit BeKTOP 


1 
Vo, THe |Vo| => %- Ilyctp A>1. Torga cpenu 2” touek 


OUT VS et VY.) 


OyweT Takad, KOTOPad He NOKpbIBaeTCA HU OAHOM us NonOC S,,..., S,. 
B nactosuei pa6ote paeTca HOBOe, 4YHCTO reOMETPNYECKOE OKAZaTeEMbCTBO JEMMBI. 


OBOBLUEHVE TEOPHU PEKYPCMBHbIX ®YHKUMM HA ABCTPAKTHbIX 
MHOSKECTBAX TIOAXOAALWEM KOHCTPYRUMM KAK HA OBJIACTAX 
ONPEAEJIEHUA 


P. Ilerep (Bygzanewr) 


CornacHo ycTHOMy cooOujenni0 JI. Kanmapa, Xy Ulu-xya ppickasan npeaznono- 
MKEHNE, COPMACHO KOTOPOMY 9KBUBaCHTHOCTh TEOPuM YaCTHbIX-PeKYPCHBHBIX (PyHKOMM C TeO- 
puew anropudmos Mapxosa O6pina Opi Gonee npowle AOKasbiBaemaA, ECM Ob BMECTO réfenu- 
gauuMuM COB B KayeCTBe NOCPeAHMYeECKOrO NOHATHA ObINO ObI BBeEACHO NOHATHE 4YaCTHOI- 
pekypcuBHOH dbyHkuMH, ONpefeneHHOM Ha MHOMKECTBE CNOB. [NA BTOTO MO%*KHO ObINO Obl 
BOCNONb3OBATLCA TEM (aKTOM, YTO, HCXOAA HB NycTOrO COBRA, CNOBA CTPOATCA aHaNOrH4HO 
yuClaM, MIPHMeHAA BMECTO OOpasoBaHnA eAMHCTBEHHOrO Cuepyroulero Xx’ npucoes”uHeHve K 
cnopy X pa3sam4uubiIx OyKB HEKOTOPOrO amcpaBuTa. 

B npakruke BcTpeyaetca wu px Apyrux npumMepoB TOrO, 4TO Ha MHOKECTBAX, CTPOs- 
WIMXCA aHanOrM4HO uNCcnaM, Hallpumep, Ha MHOxKeCTBAaX hOpMyy, peKypcnell ONpeyenatoTCA 
flanbuefiuime nonsatus. ToaTtomy KaxkeTCA MONe3HbIM MHOKECTBA, CTPOAU[MeCA aHaNOrM4HO 
ynciaM, M OnpefeneHHble Ha HAX PeKYPCHBHbIe (PpyHKUMN CpeNaTb OObEKTOM OOMerO UCCIe- 
yoBanna. OGmulax TeOopuaA He KOHCTPyKTMBHAA, HO M3 Hee MOTYT MONyYaTbCA NOMesHbIe NpH- 
JIOMKCHUA K KOHCTPYKTHBHBIM CeMMabHBIM CAy4asiM. 

Musxectso H, KOTOPOe OMHO3SHAYHO TeHepupyeTCA 3 BIEMEHTOB HEKOTOPOrO ero NOA- 
mMHowKectBa Hy, HeKOTOPbIMH ONPeseNeHHbIMM Ha HEM (PyHKUMAMM, MOXKET ObITh Ha3BAHO 


,CBOOOJHBIM FOAOMOp*HHIM MHOoKECTBOM”. B raase | paboTe! AatoTCA ONpefemeHuA pasind- 
HbIX BHJOB PeKyPCuil Ha TaKMX MHOKECTBAX, NpeAnonoraA, YTO NOHATHE ,,MpPeAbIAYUINX 91e- 
MeCHTOB” ONpeeeHO Ha HUX NOAXOAAWMM OOPasOM, KM MPHMePbI TOPO, KaK MOXKHO u30@KaTb 
IPHMCHEHMA METOAOB TEOPHH YHCeN B AOKAZATeEACTBAX TEOPEM KAaCatOUMXCA HX. C apyron 
CTOPOHbI, MOKASbIBaeTCA, YTO BCAKAA NPUMMTMBHAA-PeKypCHBHas (pyHKUMA B CMbICIe TeEOpHn 
uHCe MOKET ObITh pacnpocTpaHena LO NPUMUTHBHOHM-peKypCHBHOM cpyHKUMM Ha MHOKECTRE 
H. O cbyakunax, onpepenenupix Ha MHOxKecTBe H pekypcne MHOKECTBA 3Ha4eHHH, CHMYJIb- 
TAHHOM PeKypCHei, BIOXKEHHOM PeKypCHeH, NOKASbIBaeTCA, YTO ECM Ha HEKOTOPOM pacuin- 
penun H’ muoxectsa H (Bo3MOxKHO, Ha CaMOM H) MO%KHO OMpeseinTb BCMOMOraTebHbIe 
bynkumn, yOBNeTBOpAOWMe HeKOTOPbIM YyCIOBHAM, TO OHM MOFyT ObITb paCuuMpeHb! 0 
IIPUMMTHBHBIX-PeKyPCuBHbIX (pyHKUM Ha MHO*KecTBe H. IIpumutusupie pexypcun H cBogatca 
K Oonee NpocToMy BHpy. 

B raase II, cneuuanusupya OOulMe pesymbTaTbI Ha MHOXKECTBA COB, MOKasbIBaeTCH, 
4TO OHM ChpaBeVIMBEI 3fecb 6e3 AOOaBAeHHA HOBbIX OCHOBHBIX (pyHKUMH. 

OTM pesyAbTaThI B AaIbHeEMMIEM UCNHOAb3yIOTCA WIA MpPMBeAeHHA OMpeeNeHHbIX Ha 
CBOOOAHBIX YIMOPAMOYeHHBIX TOMOMOP(PHbIX MHOMKECTBAX YaCTHbIX HM OOWIMX PeKYPCHBHBIX 
(pyHKuMn K ABHOM (popmMe Kauuu.* 


MPOEKTMBHbIE n-MEPHbIE CUMIVIEKCbI B 2n—2-MEPHOM 
fIPOEKTUBHOM TIPOCTPAHCTBE 


C. P. Maugan (Kaparnyp, Msnaua) 


n-Mepuple Cummaexchl (P) u (Q), pacnoroxeHHBIe B 22 —I1- nan 2n—2-mepHOM npo- 
€KTMBHOM JIPOCTPaHCTBe, HaSbIBaIOTCA NPOCKTHBHBIM OTHOCHTeAbHO —2-MepHOrO mpoeK- 
TMBHOrO mpocTpanctsa ¢, ecu ¢ eCTh OOMIaA TpaHCBepCadb NPAMBIX, CBASbIBAIOWMX COOTBET- 
CTBYIOWMe BepwMHbI CummeKcos. Tyctp Ri (i= 1,2,...,2-+ 1) ects O6ulaa TOUKa COOT- 
BeTCTBYIOWeH Napbl 2 —1-mepHbIX rpaHeit CuMmaeKcos. ABTOp faeT CHHTeETHYeCKOe OKa3sa- 
TeIbCTBO Cepyroulero OOOOMIeHHA Teopempb! /lesapra: 


(P) u (Q) npoextusubl OTHOCUTeNBHO f B TOM H TOABKO B TOM Cay4ae, eCaM TOUKH 
Ri ((=1,2,...,n + 1) konnunennst. 


. OB OJHOHW TEOPEME OB OTHOCMTEJIbHOH HEMPOTMBOPEYMBOCTH, 
CBA3AHHON C OBOBLUEHHOW TEOPEMOM KOHTUHYYMA 


A. Xaiitnan (Byganewr) 


Hacrosmas padora copepxKUT NOAPOOHOe AOKasaTeMbCTBO TeOpeMbI aBTOpa, ONnyOlM- 
KOBAHHOM B TpeABapUTeAbHOM COOOMeHHH B 1956-om rony. (Cm. Zeitschrift f. Math. Logik 
und Grundlagen d. Math., 2 (1956), crp. 131—136.) 

Ilycts A,N o603nayaroT nopspKoBbIe unCcza, KOTOPbl€ MOryT ObITh ONpepfeneHbi He- 


KOTOpOH (bopmya10it B CHCTEME AKCHOM TeOpMH MHOKeCTB I éne 15, AanHON B [1], — B cHcTeme 
aKCHOM 2. 


* 
Sameuvanne pesakunun. Oxonyanne padoTbl nO TexHnyeckHM MpuunHam GOypeT 
OnyOAMKOBAHHO B CreAyOUleM BhINyCKe *KypHasa. 


Hl 


X fs * 
Nycth Fy y osnayaet axcuomy 28=Nyy 1, Pay akcuomy 


(e)(ASe<AiN71D2 =.) (uw) (UZ ALND Wu =N,,.). 


OcHosnax Teopema pa6oTbl — teopema 2 — yrBepsxpaet, uTo AIA WHMpOKOrO KIaCCca 
NOPARKOBbIX 4NCe — [NA Tak HA38bIBAeCMbIX AOCONIOTHO onpenesMMbIx NOPAMKOBbIX 4YnCeN — 
uMeeT MECTO Crefyromlee: 

X 

Ecnm cucrema axcuom 2, F4\ Hempotupopeynga, TO HenpoTuBOpeunka un cucTema 

akCHOM 2, Fan: (SHavenme aOcomoTHO onpefeaaembix nOpaAKOBBIX 4NCen CM. B § 6.) 


M3 psfa wuntepecubix cuepctsuii Teopembi 2 ynomanem cuenyroulee: 

Yrsepxpenne 2%>— XN, — runotesa KOHTHHYyMa — B TOM M TOAbKO B TOM Cyy4ae 
MOKET ObITh OKA3aHa B CHCTeMe aKCnOM Z, eciM MOKeT ObITh MOKASaHa OHA U3 cbopmya 
280 4 N,, Qo ge 2S, 

YNOMAHEM, 4TO AOKA3aTeMbCTBA KOHCTPYKTMBHbI, Tak, Hanpumep, n3 21060r0 onpo- 
Bepxkenna BS cbopmynnr 28e—28' — tax naspipaemofi runotespi Jlys3nHa — MOoxeT 
ObITb MOCTPOeHO AOKasaTenbCTBO hopmyazp 28° —N,. 


O TPA®AX UMEFOLUUX ABE OTMEYEHHbIE TOURM 
A. Anam (Ceren) 


B wactoaujen padoTe uccneqoBaHbl CHAbHO CBA3HBIe rpadbl C AByMA OTMe4eHHBIMM 
Toukamu. PaOota cocTonT uz Tpex ras. [napa I paer onpemenenne CaMbIX OCHOBHBIX MOHS- 
Tun, raapa Il 3aHumaeTcaA BONpOocamMu nOCNeAOBaTeMbHOrO M NapasenbHOrO pa3snoOoKeHnA. 

Inasa Ill cofepsxxut cCTpykTypHble pe3yibTaTbl, OTHOCHAUMeCA K OfHOMYy KaCccy rpa- 
(pOB, HepasO%KUMBIX B CMbICIe, yKasaHHOM B padoTe [12]. DtoT Knacc MOX*KHO OxapaKTepH- 
30BaTb KaK K1aCC ABYXMOMIOCHBIX HePasO*KUMBIX rpados, cofepKaulHx wWenb 6e3 ABOMHOTO 
pe6pa. B atTux rpacdbax onpepenenbl MOCTHI MW Pe3yMbTATbI OCBEMAKOT BOSMODKHBIE MOMELNC- 
HHA MOCTOB. 

Cogepxkanue padoTbl B OCHOBHOM COBMajaeT Cc cofepxannem paoor [I], [2], [4]. 


HECKOJIbBKO 3AMEY4AHUM O PASMEPHOCTH VU SHTPOMMM 
CJIYY4AMHbIX BEJIM4KH 


WU. Uucap (Bynaneur) 
A. Penbu ({1], [2]) spen nonaTne pasmMepHocTn m d-mepHOH aHTpOnuM Cay4aliHbix 


penuunH. On poKasan [2], uro ecau € cayyainad BenMunHa C aOCOMIOTHO HeNpepbIBHbIM 
pacnpepesennem, ja KoTOpoi H,([é])<-+ c¢, TO pasmepHocth & 


. Ho (é,) 
as —— = 1 
: (S) ye log n ; 
ecm faee 
+00 1 
P| re F(x) log 7@ dx 


KOHeYeH, TO OMHOMEePHaA BHTpOoNuA — cyulecTByeT, a UMCHHO 
H, (€) = lim (Hy (&,) — log 2) = J, 
n—-> OO 


IV 


1 
rae H,(é,) oarponua Lilanvona pucKpeTHo CryyaiHon BeAM4HHbI incre [né], a f(x) cbyuK- 


WHA mOTHOCTH pacnpefenennn oT E. 

B nacrosuei paodore, usyyad Bonpoc 06 O6paTumocTn TeopembI PeHbuU, AOKAa3bI- 
gaeTca, uTo ecam pacnpenenenue € He aOCOMIOTHO HeMpepbIBHO, TO OAHOMEPHON SHTpONMH 
He cyuyectByet, a lim (Ho(&,)—logn)=—ooe (reopema 1). [loxasaTeabcTBo a1emMeHTapHoO, 

n> © 


OHO OCHOBbIBaeTCA Ha OUeHKe Benu4HHbI Hy(F,)—logn Cc nmoMOubIO HepaBeHcTBa Vexcena. 


Take omementapHo joKasbipaetca, uTo lim (Ho(€,)—log nm) cyuyecrsyet npn 11060M 
n> OO 


pacnpenenennn € (reopema 2). flaerca TakyKe OOAee MpocToe, UCMOAb3yrOlee OCHOBHBIC 
TeOpeMbl OTHOCHTeAbHO uHTerpana JleGera, MOKasaTeAbCTBO TOrO, 4TO B aOCOmWTHO He- 
npepbiBHOM Ciy4ae 

pep y ee 


: 1 
lim (H,(€,) —log n) = x) log —~ dx — J, 
Jim (Ho(E,) log 2) i) f(x) los 55 


He TpeOya waxe KOHeUHOCTH J) (Teopema 3). Teopema 4 yrBepxKgaeT, 4TO B Cayyae He a6- 
COMKOTHO HenpeppiBHoro pacnpepenenun € (gaxKe ecau € orpanuyena) Ho(§,)—logn mower 
CTEMUTbCA K — CO KaK YFOMHO MefVICHHO, CHeAOBaTeAbHO yTBep»KAeHHe TeOpempb! | HE MO- 
*KeT ObITh YCHIEHO. 

Tlonyyennpie pesyibtaTbl MOryT ObITb OOOOUIeHbI HM AA 7-MePHbIX CAY4AMHBIX BEK- 
TOPHBIX BeHUHH. 


HOPMAJIbHbIM NOPAAOK AJMTUBHbIX APA®METHYECKHX 
@YHKUMM HA MHOSKECTBE ,,CIIBAHYTbIX” MPOCTbIX 4YMCEJI 


M. B. Bap6au (TamKent, CCCP) 


Llenb HacTosuen paOoTH! AOKasaTb CTepyroulyIo Teopemy: 
Nyctp f(m) — neorpuuateabHasd CabHO agauTuBHad (f(m) = ~ Ff (p)) apudmetuyec- 


p\|m 
Kan (pyHKuHs, 


pan ) n 
Torga A, — HOpMaabublit nopasgoK f(m). 


Merog, ucnonbsyempii padoroi, avamormuen merogy Typana [3] u JImunuka [5}. 


O KOJIBUAX C YCJIOBHEM MUHUMAJIbBHOCTH 
AIA TAABHbIX NPABbIX HMAEAJIOB. II 


m. Cac (Byganeur) 


TeopetTuko-kOmbueBbIe NMOHATHA ynOTpe6uTeAbHBI B CMbICTe [>xexko6cona [13], 
mnudemM KONbUA BCerAa accounaTHBHbI. AnreOpanyeckne NOHATHA OOHAPyKUBAIOTCA ee B 
{1}, 4], [7] m [21]. 

MH R-xonbuo O8HaAYaeT KOJIbUO C YCJIOBHEM MHHHMAIbHOCTH [JIA rlaBHbIx HaeasioB. 

MH, R-Konbyo sABAAeTCA KOABUOM C YCAOBMeM MMHMMAAbHOCTH Aaa MpaBbix useaon, 
N@KAUWIUX B OAHOM PlaBHOM mpaBom nupeae. 


V 


MH J-Konuo (unu MA, /-Konpuo) sapaserca ABYCTOPOHHHM aHanorom MH R-Konpua 
(ain MH, R-xKonpua), T. €. KOABYOM C yCHOBMeM MMHMMANBHOCTH It rAaBHDIx ugeanos (nan 
ANA WAeanoB, NeKauMxX B OAHOM riaBHOM upeane). 

MMH#HR-xonbyuo asanetca MHR-Konbuom Cc YCNOBNEM MAaKCHMAJIbHOCTH AIA raaBHbIx 
MpaBbix HAeaoB. 

MHU-xonbuo ABIAeTCA KOMbUOM Cc YCNOBHEM MMHMMAIbHOCTH AIA MOAKONeL, MOPOXK- 
JCHHBIX OAHAM 9eMEHTOM. 

IIpappii upean eA (e2—e € A) xonbua A Haspipaetca »COOTBETCTBYIOWIMM”, ECM MOA- 
KOmbyO (1—e) AeA(1—e) HnabnorextHo, rye 1 € J (J Konbyuo yeabix 4HCell). 

Iyctb E konbyo Bcex sHAOMOPusMOB O_HO! aGeneBowt rpynner M u A= A nexo- 
Topoe nogKombyo B A”, npnuem AC*) pentpanuzatop nogKonbua A B Konpue A. Tpu- 
BnaibHo umeroT mecto AC) = AP) y ACH) — A, econ K=1, a cayuait kK—O0 apaaerca 
KPHTHYeCKUM. 

A-mogyab M c ycnosuem MA = M uaapipaetca nepiextupim. Bnoane peayun6enbublit 
romomop(pupii O6pas M/K mopyaa M spasercsa ,,oTMeyeHHbIM”, ecam “3 CyulecrBORaHNA A- 
rOMOMOpu3Ma Y NPOMSBOAbHOrO BNOHeE pepyuMGenbHOrO mMopyna M/L ua M/K cnenyer, 
4TO m ABAAeTCA H3OMOPdu3sMOM. 

B aro CTaTbe JOKasbIBAaIOTCA CHeAyOUMe pesyibTaTHI: 

Konapuo A aBaneTcA Tora M TOMbKO TOrfa NOAynpocThimM MA R-KonbuoM, Kora OHO 
eCTh NpAMad CyMMa CBOMX H/ACMNOTEHTHBIX MMHUMAMbHBIX NpaBbix ufeanos. B atom cayyae 
A ABAAeTCA HM TEOPeTHKO-KOJbUeBON NpAMOM CyMMOM MpocTHIxX MHR-Koneu, rye mnpamoe 
pasmoKeHue B CyHOCTH efuHcTBeHHO. MH J-Konbuo A, KOTOpoe ABAAeTCA NOANPAMOM CyM- 
MOM MPOCTHIX KONeL, CCTb NPAMad CyMMA MPOCTHIX KOTeU, M MOITOMy OHO ecTH M A, /-Konb- 
0. Msi nocrpouan KomMmytatTuBHoe MH /-Konpyo (tT. e. 1 MAH R-Konbyo), KoTOpoe HE ABAA- 
etca MH,/-xonpuom (uau MH,R-xKonpuom) wu paguxan JIpxexoOcona KOTOpOrO HeHHABNO- 
TenteH. Mccnefopanuch u CneuManbHpre nonynpoctbie MH R-Konpua. Msi nonyuuan ofHO 
HeEOOXOAMMOE UM FOCTATOUHOe yCNOBHe TOFO, YTOObI KOALLO ObIIO MPAMOM CyMMOM Ted, UH. T. fl. 
Bcaxoe nonynpoctoe MH R-xonbuo peryaapHo B CMpIcCne Hew Mana, a KOHKpeTHbIM npumep 
NOKasbIBaeT, 4TO OOPaTHOe yTBepxKeHue HeBepHO. OOoOulaeTCA TawKE OMMH KpUTepbIt 
Xapaga—Kosaua uau Kepreca. 

Anautusnas rpynna MA R-Koaeu nnu MH R-Koneu C e_unuuen, npumuTasaix MH R- 
-Koneu, MH R-nuapkoney, Opima nonHOCTHY Onncada. B nuapnotrentubrx M H, R-Koapuax umMeeT 
MeCTO H yCJIOBUe MUMHMMAJIbBHOCTH AJIA aAMTHBHbIX NOArpynon, Ne*Kaulux B OHOM r1aBHOM 
npapom upeane. 

Viayyeno crpoenne adenesoi rpyuni G, Kombyo A BCex dHAOMOpusMOB KOTOPOII 
apaaetca MHR-Konpyom. B atom cayyae A eCTb KOMbIO C YCHOBMEM MMHMMAMBHOCTH HM AVIA 
TaBHbIX J€BbIX UeamOB, IA BCeX MpaBbIx upeanos, AIA BCeX eBbIX ufeamoB. Mbi nocTpo- 
van a6enesy rpynny M, xonbuo E scex axgomopipusmop KoTopoii umeer MH R-nog- 
xompyo A= A c ycnosuem A® 4 A, Vccneposannce u cucremer Jloesna Ha, MH R-Konb- 
WaMu, MCMOAbSyA HM NOHATHE ,,OTMe4eHHBIX” BMONHE peAyuMOebHbIX tbaxtopmopynen. Mot 
u3y4uiM M Apyrue nmpoOsemEI AA MOpyAeM u MepPeKTHBIX mopyaen Haq MHA R-Koabuamu. 

Hexoropaa TpanciunutTHad cTeneHb paguKana /xeKoOcona J 0 /M3BOAbHOTO MHR- 
Konbua A ect 0. Hwxunit HuappaguKkan Bopa—Moaxxos B, paguxan L JlesuuKoro, sepxuuit 
HuabpaguKan N nu paguxan J [>KexoOcoHa paBHbl M@x«K)y co6on y MHR-xoneu. Iycth Z 
zepougpagukan JI. Dyxca u G paguxan Bpayna—Moxkos. Torga 8 MHR-xonpuax J © Z, 
H Mpu cyujecTBoBaHuu npaBol equnuubl J—=Z u J = G. 

Mor usyuuan un MMH R-xonpua, ,COOTBETCTBYIOUMMe” TaBHbIe MpaBble HAeabI WO- 
Kora MMHR-xoneu wu aptuHoBcKux KONeu, M HeKOTOpBIe CBOlicrBa MH U-Kozeu, 

IIpupefeHbI U HEKOTOPbIe OTKPbITHIe npo6empr y Bcex §. 


VI 


O PA3JIOXKEHUM ONEPATOPOB B PMJIBBEPTOBOM IIPOCTPAHCTBE 
lr. JIanrep (Apespen) 


Mpocroii KOKCTpyKuMei AOKasbIBaeTCA, YTO HEpacTArMBaroUlMil ONepaTop T (7. e. one- 
parop, OOsagaroumit cBolicTBOM ||7||=1) B ruabGepToBOM npocTpaHcTBe  MOoKeT OBITS 
npesctapien OpTOrOHaMbHOM CyMMOM AByX ONepaTOpoR Tp T; Tak, 470 Tp B COOTBETCT- 
ByWOWeM rHAbGepTOBOM MpocTpaHcTBe Ho yHHTapeH, a T; B npocrpanctTBe ; = © Do Ta- 
KOB, 4TO AAA KaKGOrO amemeHTa XE H, (x #0), CyulecTByeT Wen0e 4MCIO NM TAaKOe, 4TO 
TMx|]< |x ||. Ws ororo cnezyet, uTo Bce KOMNseKCHBIe uncna A (|A| = 1) npnHagnexKar 
K mMHOwKecTBy 9(7;)Uo,(7;) ((5]). C momoup10 npeoOpasosanna Kann coorserctsyioune 


NpeAAOKeHHA MOKASHIBAIOTCA AIA 3AMKHYTOFO OnepaTopa A, OOnagaroMero CBONCTBOM 0(A) CK 
A—A* 
c0(A*) uw HeOTpHuaTeAbHOM MHUMOM 4YaCcTIO (T.e. AA KOTOPOrO (a x| =O npa 


x € 0(A)). 


OB OJHOM TEOPEME KY3bMHHA 
Il. Croc (Byganewr) 


Ky3pbMuH B 1928-0m rofy AOKasanm runotesy Taycca, cormacHO KOTOpO! 


log (1+) 
log 2 


, 


(1) lim m, (x) = 


re m, (x) Mepa Tex BeLeCTBeHHBIX 4NCeN, NexKauHx Ha OTpesKe (0,1), Aa KOTOPHIX 
1 
Catt (a) 


agech C,,,(a) onpefeneno cnepyrouum OOpasom: ecan a= (0; a, ds,...] NpaBuaAbHOe npeg- 
CTaBAeHNe @ B BUA WENHOM ApoOObn, TO 


vel (a) = [a,, An igoee 4 


=u. 


Bmecto (1) Ky3bMuu fOKasan Gonee CunbHOe COOTHOWeHHE 


log (1+) +9 


~ log2— t OW my) 


(2) m,, (x) = 
Be. Ocal. 

Heckoubko noaKe (B 1929-om roy), He 3Haa paGoter Ky3sbMuna, I. Jlesu take 
AoKasan CooTHOMeHHe (2), C NYYLIMM OCTATOUHBIM YeHOM O(q") BMeCTO O(q!"). Ero meToa 
3HAYHTebHO OTIMYAeTCA OT MeTOMa Kysbmuna, 

Hacroaujaa pa6ora us ncxogHoi TOUKH KysbMMHa MpOCTO BBIROAUT COOTHOMIeHHe 


= 2 +00"); 


mM, (x )=—__ 


NOYYeHHaA NOCTOXHHAA G 3HAYMTEIBHO MeHbIUe 4eM y ll. Jlesu. 


VII 


AAJIBHEMLUME ,,OHOCTOPOHHUE” TEOPEMbI HOBOrO THNA 
B TEOPUM JMOPAHTHYECKOLO MPUBJIVXKEHUA 


ll. Typau (Byganeur) 


Aptop 8 kHure !, sHauuTenbHO nepepaSoTaHHOe uBfaHne KOTOPO! roTOBMTCA K Ne- 
4aTM Ha aHrAMACKOM aAzsbIke B Cepuu Interscience Tracts, nokasal, 4TO CuCcTeMaTu4ecKue 
SKCTPEMAIbHbIC 3afa4W OTHOCHTEAbHO CYMMbI CTeMeHeM KOMMMCKCHBIX 4NCeN, C OMHOM CTO- 
POHbI, MOTYT PaCCMaTPHBaTECA Kak PaCNpOCTpaHeHue KNaCCHYe4KMX TeOpem TeOpuH AHO- 
(panTuyeckoro npuOamxKeHua, C Apyroit CTOpOHbI, HMeIOT NpuAOKennA B pasnn4HDIXx mpo6- 
NeMax aHaiusa M aHanMTMYeCKOM Teopun 4ucen. Pasan4HbIe BONPOCbI OTHOCUTeMbHO 3HaKa 
OCTaTO4HOTO “WIeHa TEOPeMbI O NPOCTbIX 4uCNaxX NpuBenM K HEOOXOAMMOCTH Uusy4eHUA ,,ON- 
HOCTOpOHHHX” 2aja4y. B sTOM HanpaBreHun B HaCTOMMeM paboTe OKasbIBAeTCA CnemyoUlaA 
Teopema: 


M14 
Econ 1—/2,|2|z%|2---=lz,| mw c Hexotroppm Pare “S\arcz,|Sa 


U=1,2,...,n), TO AaA m06bIX KOMNeKCHBIX 0,,...,5,, YROBMETBOPAIOWIMX ycCrOBNIO 
min Re(b,;+---+6)>0, “ HeotpuuaterbHoro uenoro m cymlectByioT Takue yerbIe 7; 
el, .25% 


M Vz, 4TO 
1 7 
n . 7 jf 2n . 
Re pe 02} = oh) Seer eee si —F Re(o,;+---+ b; 
= 2463 [m 2h [3 af 4) ie cK? 
3 2n 
n 4 n 
Re( 32,27") =— ic Pe ees | oe Re(j, +---+ 5). 
j=1 24et [m+ n(3+=}] JH=4A,--0yN 
‘ x 


=. 


a 


7 


d 
i 


7™ 


Tlepsoe npunoxenne sTOM TEOPeMbI K OCTATOYHOMY “WIeHy TeOpeMbl O NPOCTbIX 4C- 
jax nawen C. Kyanoscku, ero pesynabTaT ckopo 6yfeT onyOnukopan. B kayectee fanb- 
euumero mpuxoxKeHnuA MO*KET ObiITb MOAyYeHA CMeAyOUad TeOpeMa, NpHHaexKaulad K Ha- 
“nipapienmio, uHuuMaTOpoM KOTOpOrO Obi YeObiues: 

Ecan A(n) cbyuxuna Manroagta 


, 


log p, ecau n=p* (p mpoctoe 4ncano0), 


— 0, B NpOTHBHOM Cayyae, 


B ABHOM 
TO CylUlecTByeT TakaA NONOXKUTe BHAA NOCTOAHHAA C, KOTOPad MOKET ObITb 3afaHa 


Buge, 4TO npu T>c 


g~™= > AM— > AM 


ts 4 
n=1mod4 n=3 mod4 


| meHaeT 3Hak Ha unTeppane T'/;=x=T (m fae mpunnmaeT 3HayeHne, npesocxopaee 


\7 \T 


‘josT w MeHBUIEe 4eEM — log T : 


Vill 


3AMEYAHUNS OB UHTEPIMOJIMPOBAHUM 
(CXOMMMOCTb B CPEAHEM HA BECKOHEYHOM TIPOMESKYTKE) 


A. Banax u Il. Typan (Byfanemr) 


Nycrb ana GeckOHeyHaA TpeyroubHad MaTpHua 
(1) ee ee (n=1,2,...), 
mpuyem 
xO SO D> >, 
Nyctp L,.(f;x) oOosnayaeT n-biii MHTepNOAAUMOHHBI MHOrOUneH JIarpaHKa, OTHOCS- 


unica K CucTemMe y30B (1) mw kK AaHHOM cpyHKunn f(x). 
Ecan g(x) Takaa uenaa (byHkuna, 4TO 


oo 
a Qy 
BO) egy at 
v= 
Bce KOatpiPuuMeHTHI a,, NONOKUTEABHbI UM 


+a 
* Jog g(x 
peEAWS a tS 
(pyHKunA p(X) TakOBa, 4TO 
Ld 
| gQx)pQ)dx<+e, 
Ss 


cucTemy yop (1) OOpasyoT KOPHM MHOFOUNeHOR, OPTOrOHANbHbIX Ha (—oo,-+ oo) NO Becy 
p(x), a Onpenenennad Ha (—ov, + oo) HenpeppiBHad dbyHKuna f(x) TaKOBa, 4TO 


TO 
lim | {f)—L, (0! pdx =0. 
m—->O «+ 
- 


HackonbkO aBTOpaM USBeCTHO, STO NepBblii OOUMi PesyAbTaT OTHOCHTeNBHO MHTep- 
Balla (—oo,-+ coe), Bonee Toro, sToT pesynbTaT He Obl MBBeCTeH JAKE AAA cayyaa MHO- 
rowleHoB OpMura, OpToronanbHbIx Ha (—oe, +-oo) m0 Becy e”. 

Teopemy MOxKHO MpHMeHuTh kK OOULei TeOpHH MHOrOUneHOR, OPTOrOHaNbHbIX Ha 
(— ce, ++ 0°) no Becy p(x). Agropst 3aiimyTca 9THM RONpOCOB B cnenyrwuel padote. 


ON W. FENCHEL’S SOLUTION OF THE PLANK PROBLEM 


By 
M. BOGNAR (Budapest) 
(Presented by G. Hajés) 


We denote by E” the n-dimensional Euclidean space. A strip SCE" is 
a closed convex set bounded by two parallel hyperplanes. Their distance is 
the width of S. The vector v is said to be the width vector of S, if S is 
bounded by hyperplanes normal to v and the width of S is 2\v|. The width 
of a convex body KCE" with inner points is the minimal width of a strip 
covering K. We denote points also by vectors leading to them from the 
origin. 

A. TARSKI stated in 1932 the following conjecture, known as plank 
problem: 

If a convex body K is covered by a finite number of strips, then the 
sum of their widths is not less than the width of K. 

TH. BANG’s [1] proof of this conjecture has been simplified by W. FEN- 
CHEL [2]. This simplified proof is based on three simple lemmas, which re- 
duce the conjecture to the following statement: 

The union of the strips S,,..., S, of width vectors v,,...,V, does not 
contain each of the 2’ points 2(+v,++--+Vv,), where 4>1 and the origin is 
an arbitrary point. 

Present note gives an alternative proof of this statement. We denote by 

ZI the set of the 2” points 2(+v,+---+v,), further by (P,H) and (P,S) 
the distance of the point P from the hyperplane H and from the strip S, 
respectively. 
We start the proof with the special case in which the middle hyper- 
planes H{;..., H, of the strips S,,...,S, have a common point C. Let P be 
an element of /J of maximal distance CP. We show that P is not covered 
by S,,...,S,, i.e. P proves our statement. 

If the sign of v; ((=1,...,7r) is altered in the vector defining P, we 
get a vector which defines P;,¢ IJ. By definition of P we have CP= GP. 
Consequently, since Cé€H; and PP;| Hi, we obtain (P, Hi)=(P;, Mi), 
(P, H;) =+ PP;=i\v;| and (P,S)=(4—1)|vi'. This proves that S,,...,S, 
contain neither P nor any point Q for which PQ<(A—I)d, where 


m= min (|v,|,..., |V,|). 


1 Acta Mathematica XII/3—4 
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We reduce now the general case to the just settled special one. We 
imbed our E” in an E”"', leave the origin unaltered in £,, denote by ea 
unit vector normal to E” and by C’ the point te. Let us define the hyper- 
plane A; (i=1,.-.,7) by C'€ Hi and H;c H}, further the strip S; by his 
middle hyperplane Hj and by S/n £"—S;. We denote by vi the width vec- 
tor of Si for which viv;>O and by JZ’ the set of the 2” points 2(+wit 
+-...+-vi). We apply the special case of our statement to the strips Sj,..., S;, 
and infer that the strips S{,...,S/ cover neither P’ nor any point Q’ for 
which P’Q’<(A—1)d’ where d’ = min(|vi|,..., |Vr|). 

If t+ oo, then clearly viov; ((=1,..., 9), further 17’ — 7 and d’—d. 


d ; 
Consequently, if ¢ is sufficiently large, we have d’ > and P’ defines 


Pé fl for which P’P<(A—1) a i. e. P satisfies our conditions for Q’. Hence 


P is not covered by Sj,...,S;, nor by the strips Si,;---,S- contained iff 
them. This completes the proof of the statement. 

We remark, in order to facilitate comparison with FENCHEL’s paper, that 
the expression 


(Sav hosts 
| 4 esl 
dealt with by FENCHEL is equal to 


lim - [2 evi te| —(te)| ; 


t>o =e] 


where ¢; is +1 or —1 (é=1,...,7r). This shows that our maximum method 
leads to the same point P as FENCHEL’s maximum method. 


(Received 1 September 1959) 
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UBER DIE VERALLGEMEINERUNG DER THEORIE 
DER REKURSIVEN FUNKTIONEN FUR ABSTRAKTE MENGEN 
| GEEIGNETER STRUKTUR ALS DEFINITIONSBEREICHE! 


Von 
ROZSA PETER (Budapest) 
(Vorgelegt von L. Kamar) 


1. Wie ich von L. KALMAR erfahren habe, hat Hu Scui-Hua den Ge- 
danken aufgeworfen, dafi die Aquivalenz der Theorie der partiell-rekursiven 
Funktionen mit der Theorie der Markovschen Algorithmen durch Vermeidung 
der Gédelisierung der ,,Worte” vielleicht einfacher bewiesen werden kann, 
wenn als vermittelnder Zwischenbegriff der Begriff der auf der Menge der 
Worte definierten partiell-rekursiven Funktion eingefiihrt wird. Dabei hiitte 
man zu benutzen, dafi die Worte dhnlich wie die natiirlichen Zahlen auf- 
gebaut werden, nur statt aus 0 ausgehend die einzige Funktion x’ zu benutzen, 
geht man hier aus dem leeren Wort ( aus, und benutzt zur Bildung der 
Worte das Ankniipfen der Buchstaben eines Alphabets {..., a;,...}. 

Eine ahnliche Situation kommt in der Praxis oft vor, wie darauf auch 
KLEENE’s Buch* hingewiesen hat, worin die verwendeten ,,entities’’ von meh- 
reren Q-Elementen ausgehend aufgebaut werden, aber durch eine einzige 
Nachfolgerfunktion. Ahnlicherweise werden zum Beispiel auch Terme oder 
Formeln aus gewissen Anfangselementen ausgehend durch gewisse Operatio- 


1 Uber die Ergebnisse dieser Arbeit habe ich (mit geringer Abweichung) in Warszawa 
im ,,Internationalen Symposium der Grundlagen der Mathematik: Infinitistische Methoden” 
am 3-ten September 1959 einen Vortrag gehalten. — Zusatz bei der Korrektur (am 25. 
August 1961): Nach diesem Symposium und nach Einreichung noch im selben Monat vorlie- 
gender Arbeit haben verschiedene Verfasser gewisse Ergebnisse tiber den Spezialfall der 
Wortemengen publiziert. Ich habe von L. KatmAr erfahren, daS ihm Hu Scui-nua am 27. 
Dezember 1959 brieflich mitgeteilt hat: es werden von ihm iiber dieses Thema (genauer : 
tiber die Verallgemeinerung der Theorie der partiell-rekursiven Funktionen fiir Wortemengen 
mit endlichem Alphabet) drei Arbeiten im Acta Math. Sinica bzw. im Scientifica Sinica er- 
scheinen (die Eingegangen-Daten dieser Arbeiten sind mir nicht bekannt). G. Asser hat 
iiber ,.Rekursive Wortfunktionen” auf der Tagung der Deutschen Math. Vereinigung (19—23. 
Oktober 1959) in Miinster einen Vortrag gehalten; das wird auch in der (demnach offenbar 
spiter eingegangenen) Arbeit ,,Rekursive Wortarithmetik” von V. VucKovié (Ac. Serbe des 
Sc., Publ. de VInst. Math., 14 (1960), S. 9—60) zitiert. Die Ergebnisse von G. Asser wurden 
in seiner Arbeit ,,Rekursive Wortfunktionen” in der Zeitschr. f. math. Logik und Grund- 
lagen d. Math., 6 (1960), S. 258—278, verdffentlicht. Sowohl G. Asser als auch V. Vuékovié 
beschranken sich auf Wortemengen, sogar mit endlichem Alphabet. 
2 S.C. Kieene, Introduction to metamathematics (Amsterdam—Groningen, 1952). 
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nen gebildet, und auf den so erhaltenen ,zahlenartigen’’ Mengen werden 
weitere Begriffe rekursiv definiert. Um auch ein Beispiel von den vielen zu 
nennen: in dem Gentzenschen Beweis der Widerspruchsfreiheit der Zahlen- 
theorie werden die Reduzierten einer Formel rekursiv definiert auf der For- 
melnmenge. In diesen Fallen wird wesentlich benutzt, dai die betreffenden 
zahlenartigen Gebilde, zum Beispiel Formeln, aus den Ausgangsgebilden ein- 
deutig aufgebaut werden. 

Man koénnte noch zahlreiche weitere Beispiele aufzahlen. 

Es scheint demnach lohnend, die zahlenartig aufbaubaren Mengen und 
die auf diesen definierten rekursiven Funktionen allgemein zu untersuchen. 
Die allgemeine Theorie wird natiirlich nicht konstruktiv sein, aber es k6nnen 
sich daraus ntitzliche Anwendungen fiir die konstruktiven Spezialfalle ergeben. 

Betreffend der allgemeinen Kentnisse tiber rekursive Funktionen berufe 


ich mich auf mein Buch.’ Es wird zum Beispiel oft benutzt, dafi die in be 


enthaltene grote ganze Zahl 1, der Binomialkoeffizient bt und 


\m—n, falls mZn, 
TT nial Ouesonst 
primitiv-rekursive zahlentheoretische Funktionen sind, und m/n eine primitiv- 
rekursive zahlentheoretische Beziehung ist. 

In Kapitel I gebe ich die Definition einer zahlenartig aufbaubaren Menge 
an; zeige, wie verschiedene Rekursionsarten auf einer solchen Menge defi- 
niert werden kénnen, und mit welchen Bedingungen die Ergebnisse tiber die 
entsprechenden zahlentheoretischen Rekursionsbegriffe auf diese itibertragen 
werden kénnen. In den Weiteren betrachte ich als ein Beispiel den Fall der 
Menge der aus einem Alphabet gebildeten Worte. Das wird auch zur Dar- 
stellung von partiell- bzw. allgemein-rekursiven Funktionen auf zahlenartig 
aufbaubaren Mengen in einer Art Kleenesche explizite Form benutzt. 


I 


2. Sei H eine beliebige nicht leere Menge, My eine nicht leere Teilmenge | 
von H (die Elemente von Hy werden die Rolle von O iibernehmen) und -F 
eine Teilmenge der auf H definierten Funktionen mit einer beliebigen Anzahl. 
von Argumenten, die als Werte ebenfalls Elemente von H annehmen (die: 
Elemente von F iibernehmen die Rolle von x’).‘ Sei H; die Menge derjenigen 


’ R. Pérer, Rekursive Funktionen (Budapest, 1957), 2-te Auflage. 
: In den Weiteren wird Funktion — falls nicht explizit etwas anderes gesagt wird —. 
immer eife derartige Funktion bedeuten. 
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Elemente von H, die sich als Werte ergeben, wenn fiir alle Argumente der 
zu F gehdrigen Funktionen Elemente aus Hi) eingesetzt werden; ferner sei 
H, die Menge derjenigen Elemente von H, die sich als Werte ergeben, wenn 
fiir alle Argumente der zu F gehoérigen Funktionen Elemente aus Hy + H, ein- 
gesetzt werden, aber mindestens fiir ein Argument ein Element aus ,, usw.; 
sind Ho,...,H, bereits definiert, so sei H,.,1 die Menge derjenigen Elemente 
von H, die sich als Werte ergeben, wenn fiir alle Argumente der zu F ge- 
hérigen Funktionen Elemente aus H)-+-----+-H,, eingesetzt werden, aber min- 
destens fiir ein Argument ein Element von H,,. Wir nehmen an, daf die Ver- 
einigungsmenge von My, Mi, H2,... die Menge H erschépft. Eine Menge von 
dieser Struktur nenne ich wegen der ganzzahlenartigen Aufbaubarkeit holomorph. 

Eine fiir die Méglichkeit der Definition von zahlentheoretischen Funk- 
tionen durch Rekursion wesentliche Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist 
ihre eindeutige Aufbaubarkeit aus O mit Hilfe der Funktion x’. Etwas 4hnli- 
ches werde ich auch im allgemeinen Fall der rekursiven Definition von Funk- 
tionen auf einer holomorphen Menge H bendtigen, namlich, dafi die Mengen 
Ho, Hi, H2,... paarweise fremd sind, dafi sogar jedes ihrer Elemente nur auf 
eine Weise durch Einsetzen von Elementen vorangehender Mengen fiir Argu- 
mente einer Funktion aus F entsteht, dafi also eindeutig bestimmt ist, welche 
diese Funktion aus F ist, und welche Elemente fiir ihre Argumente stehen. 
Eine holomorphe Menge von dieser Eigenschaft nenne ich mit einem aus der 
Algebra entliehenen Ausdruck eine freie holomorphe Menge. Eine holomorphe 
menge 7 heibt also frei, falls aus f(u,...,x,)=g(y1,--., ys) mit figeF 


ee ee 7, ok ect, siets) f= (also 7==s).und X.—Ji,...,X- == Ye 
folgt. 

In den Folgenden soll H immer eine freie holomorphe Menge bezeich- 
nen; auch die Bezeichnungen F, Ho, M,... sollen festgehalten werden. Ist 


hé€H;, dann sage ich, daf i—o(A) die Ordnung von A ist. 

Als Beispiele von freien holomorphen Mengen seien die folgenden an- 
gefiihrt : 

BEISPIEL 1. Es sei H—{0,1,2,...} mit Ho— {0}, F—{x}. Hier ist 
o(x) =x fiir jedes x € H. Auf dieses Beispiel werde ich mich mit den Worten 
,zahlentheoretischer Fall’ beziehen. 

BEISPIEL 2. H sei die Menge der Worte iiber einem beliebigen ,,Alphabet”’ 
A={...,a;,...}, d.h. die Menge der endlichen Folgen aus Elementen von A; 
Hp sei {\}, wobei / das ,,leere Wort” bezeichnet, F bestehe aus den Funk- 
tionen einer Variablen, die jedes Wort x€H in das durch Ankniipfen einer 
Buchstaben” (d.h. eines Elementes a; von A) entstehende Wort xa; tiber- 
fiihrt (i soll eine Indexmenge von beliebiger Machtigkeit durchlaufen). Hier 
ist die Ordnung eines beliebigen Wortes a;,ai,...a;, gleich seiner Lange r. 
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BEISPIEL 3. H sei die Menge der Formeln des Aussagenkalktils ; Ho sei 
die Menge der Aussagenvariablen, F bestehe aus den fiir x€H, y€H durch 


V(X)=X, u(x, Y= Ky); 0%, Y) = CV 9). 
u(x, y) =(x— y), &(x, y) =(x<- y) 


definierten Funktionen v,z, 0,1 und «. In diesem Fall wird die Freiheit der 
holomorphen Menge H durch die angedeutete Art der Verwendung von Klam- 
mern gesichert. 


3. Im zahlentheoretischen Fall ist fiir die primitive Rekursion der Begriff 
des unmittelbaren Vorgdngers x, und fiir die Wertverlaufsrekursion der Begriff 
der Vorgdnger 0,1,...,x einer von O verschiedenen Zahl x’ wesentlich. 
Offenbar benétigt man auch im allgemeinen Fall entsprechende Begriffe. 
Zunachst kénnte man daran denken, diese Begriffe auf Grund der Struktur 
von H fest zu definieren, etwa im Fall x€ Ho die unmittelbaren Konstituenten 
von x, d. h. die eindeutig bestimmten Elemente xj,...,x;, von H, fiir welche 
x=/f*(xi,...,X%) mit einer Funktion f* € F gilt, als die unmittelbaren Vor- 
ganger von x zu betrachten, und den Begriff der Vorganger entsprechend zu 
definieren (siehe Beispiel 4). Dann ware aber o(x;)—o(x)—1 nicht fiir alle 
1=i=m gesichert, obwohl wichtige Spezialfalle zeigen, dai es zweckmahig 
ist darauf zu bestehen. Es ergibt sich sogar, dai es iiberhaupt nicht zweck- 
mabig ist, den Vorgadngerbegriff fiir jede freie holomorphe Menge ein fiir 
allemal festzulegen, da bei verschiedenen Verallgemeinerungen der Satze der 
Theorie der rekursiven Funktionen verschiedene Vorgangerbegriffe als zweck- 
malig erscheinen. Ich setze daher voraus, es sei jedem x€H eine Unter- 
menge V(x) von H zugeordnet, deren Elemente die Vorgdnger von x heifen. 
Sei auch x € V(x); die von x verschiedenen Elemente von V(x) nenne ich 
die echten Vorgdnger von x. Als kurze Bezeichnung verwende ich y~<x dafiir, 
dafi y ein echter Vorganger von x ist, und somit yx dafiir, daB y ein Vor- 


ganger von x ist. Jedenfalls setze ich die Giiltigkeit der folgenden  ,,Vor- 
gangeraxiome”’ voraus : 


V1. Fir jedes x€ H ist x € V(x) (wie gesagt); d.h. xXx. 
V2. Fiir jedes x € H, x€ Ho gehdren die unmittelbaren Konstituenten von 


x 2u V(x); doh. ftir x= 9" (xi, 053 0m), fF Cry dees ee seit ee 
-++,XmXx. (Offenbar gilt dann sogar xixx,..., x4,<x.) 


V3. Aus y<x und z~<y folgt z~x. 
V4. Aus y~<x folgt o(y) < 0(x). 


Ein Vorganger y von x€H, x€Ho mit 0(y)—o(x)—1 heife ein un- 
mittelbarer Vorgdnger von x. 
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V5. Jeder echte Vorganger von x € H ist ein Vorganger eines unmittel- 
baren Vorgangers von x; d.h. fiir y~<x gibt es ein z mit yXz, z<x und 
0(Z) = 0(x)—1. 

V6. Die Menge der unmittelbaren Vorganger von x € H ist endlich, und 
zwar liegt bei festem f*¢F die Anzahl der unmittelbaren Vorganger von 
x= f"(xi,..., Xm) unter einer (eventuell von f* abhangiger, aber) von xi, ..., x4, 
unabhangiger Schranke. 

V1—V5 driicken plausible Forderungen aus; V6 wird dadurch motiviert, 
dafi sonst bereits in eine primitive Rekursion (d. h. Definition des Wertes 
einer Funktion f an einer beliebigen Stelle x—/*(xi,...,x%,)€H, in einer 
im allgemeinen von f* € F abhangigen Weise, mit Hilfe der Werte von f fiir 
die unmittelbaren Vorgaénger von x, wobei die Funktionswerte an den Stellen 
x € Ho direkt angegeben werden) Funktionen von einer veranderlichen Anzahl 
von Argumenten eingehen kénnten. 

Eine freie holomorphe Menge H mit einem den Axiomen V1—V6 ge- 
niigenden Vorgangerbegriff nenne ich eine (partiell) angeordnete freie holo- 
morphe Menge. (Die Beziehung y~<x definiert wegen V1, V3 und V4 offenbar 
eine partielle Anordnung von H, die freilich mit der Struktur von H als freie 
holomorphe Menge verkniipft ist, ebenso wie etwa die Anordnung eines an- 
geordneten Kérpers mit der Korperstruktur.) 

Als Beispiele von angeordneten freien holomorphen Mengen seien die 
folgenden angefiihrt. Der Leser mége V1—V6 bei jedem Beispiel verizifieren. 


BEISPIEL 1’. Im zahlentheoretischen Fall sei V(x)= {0,1,..., x}. Offen- 
bar ist dann der einzige unmittelbare Vorganger von x’ seine einzige un- 
mittelbare Konstituente x. 


BEISPIEL 2’. Aus der freien holomorphen Menge H des Beispiels 2 (der 
Menge der Worte iiber einem beliebigen Alphabet) gewinnt man eine ange- 
ordnete freie holomorphe Menge, indem man unter Vorganger eines Wortes 
i,a;,...a;,, seine ,,Anfangstiicke” 


DR Cnet erly Ut scarsCbe yack. «, « Os, 


versteht. Dann ist wiederum der einzige unmittelbare Vorganger eines Wortes 
x \ seine einzige unmittelbare Konstituente x-* = di,d;,.. .di,_, Gm Falbr 1 
x 1=,). Um x" ftir jedes x€ H zu definieren, setze ich (“'— A, dies ist 
selbstverstindlich kein unmittelbarer Vorganger von /. 


BEISPIEL 2”. Aus derselben freien holomorphen Menge H gewinnt man 
eine andere angeordnete freie holomorphe Menge, indem man unter Vorganger 
eines Wortes x==4i,di,...ai, das leere Wort 4, ferner sdmtliche ,,Abschnitte”’ 
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Qi,i,,,---4i, (I=k=/=r) von x versteht. Z. B. sind dann die Vorganger 
des Wortes a;a2a3a; die folgenden Worte : 


A, Q1, Az, Q1Q2, A3, A2A3, A1Q2Q3, Q4, Q3Q4, A2Q3Q4, A,Q2Q3Q4. 


Unter diesen gibt es zwei unmittelbare Vorganger von x (hier aia.a3; und 
aca3a,); und offenbar gilt dasselbe fiir jedes Wort x, das mindestens aus 
zwei Buchstaben besteht. Der eine entsteht durch Weglassen des letzten Buch- 
staben, der andere durch Weglassen des ersten Buchstaben des Wortes. Der 
erste wurde bereits mit x-! bezeichnet, der zweite soll mit ~'x bezeichnet 
werden. In diesem Fall ist nur eine der unmittelbaren Vorganger, namlich x7’, 
eine unmittelbare Konstituente von x. Fiir ein Wort x —a,; von der Lange 1, 


das a;' = als einzigen (unmittelbaren) Vorganger (und zugleich einzige un- 
mittelbare Konstituente) besitzt, soll -'a;— ° gesetzt werden; und fiir x — 
sei ebenfalls --'—~-!\ =. Spater werden wir sehen, daB dieser Vorganger- 


begriff von einem wichtigen Gesichtspunkt aus vorteilhafter ist, als der in 2’ 
verwendete, auf erstem Blick natiirlicher erscheinende Vorgangerbegriff. 


BEISPIEL 3’. Aus der freien holomorphen Menge H des Beispiels 3 
(der Menge der Formeln des Aussagenkalkiils) gewinnt man eine angeordnete 
freie holomorphe Menge, indem man unter Vorganger einer Formel ihre Teil- 
formeln (im iiblichen Sinn) versteht. Man sieht leicht, daf in diesem Fall eine 
Formel von der Form x die Formel x als einzigen unmittelbaren Vorganger 
(und zugleich einzige unmittelbare Konstituente), eine Formel von der Form 
(x&y), (x vy), (xy) oder (x<-» y) aber entweder beide, oder nur eine seiner 
unmittelbaren Konstituenten x und y als unmittelbare Vorganger besitzt. Z. B. 
hat die Formel ((A&B)—(B. A)) zwei unmittelbare Vorgianger, namlich 
(A&B) und (BA); die Formel ((A &(A— B))— B) aber nur einen, nam- 
lich (A&(A— B)). 


BEISPIEL 4. Auch im Fall einer beliebigen freien holomorphen Menge 
kann man einen den Axiomen V1—V6 geniigenden Vorgangerbegriff definieren. 
Ich nenne fiir jedes x€ H das Element x selbst, seine unmittelbaren Konsti-— 
tuenten, die unmittelbaren Konstituenten der unmittelbaren Konstituenten von 
x usw. die Konstituenten von x. Genauer definiert man die Menge der Kon- 
stituenten von x durch (Wertverlaufs-) Rekursion in Bezug auf die Ordnung 
von x wie folgt. Fiir o(x)—0, d.h. x€ Ho, ist x die einzige Konstituente 
von x. Fir o(x)=n-+1, also x=/f*(xi,..., Xm) mit o(xi)Sn,..., o(x,) Sn 
sind die Konstituenten von x die Folgenden: x selbst, ferner die Konstituen- 
ten von Xi,...,X;. Versteht man unter Vorganger von x seine Konstituenten, 
so gewinnt man aus H eine angeordnete freie holomorphe Menge. In diesem 
Fall kommen die unmittelbaren Vorgaénger von x unter seinen unmittelbaren 
Konstituenten vor, aber nicht notwendig jede unmittelbare Konstituente von x 
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ist sein unmittelbarer Vorganger (im Fall o(x*) <n ist namlich x* kein un- 
mittelbarer Vorganger von x). 

Dieses Beispiel dient nur um zu zeigen, dali aus jeder freien holomorphen 
Menge durch einen geeigneten Vorgangerbegriff eine angeordnete freie holo- 
morphe Menge gewonnen werden kann; in Spezialfallen kann sich aber (wie 
beim Beispiel 2” schon gesagt wurde) ein von dem hier angefiihrten ver- 
schiedener Vorgangerbegriff als geeigneter erweisen. Jedenfalls folgt aus V1, 
V2 und V3, dafi die Konstituenten von x€H stets unter seinen Vorgangern 
auftreten; also ist der hier angefiihrte Vorgdngerbegriff der engste, der diesen 
Axiomen geniigt. 


4, Von nun an soll # stets eine angeordnete freie holomorphe Menge 
bezeichnen. Fiir jedes f* € F bedeute t—t(f*) das Maximum der (wegen V6 
beschrankten) Anzahl der unmittelbaren Vorganger von x= /f*(xj,..., Xn), 
wobei xi,...,X;, die Menge H durchlaufen. Indem wir die unmittelbaren 
Vorganger von x in einer beliebigen, aber festen Reihenfolge, n6tigenfalls 
(wenn ndmlich ihre Anzahl weniger als ¢ betrégt) mit Wiederholung, aufzahlen, 
werden die unmittelbaren Vorganger von x dauernd mit x,;,..., x; bezeichnet. 
(Die gewdhite Reihenfolge der unmittelbaren Vorganger soll fiir Elemente, 
welche dieselben unmittelbaren Vorganger besitzen, die selbe sein.) 

Es sei nun gegeben eine angeordnete freie holomorphe Menge H. Jedem 
h€ Ho bzw. f* € F sei je eine Funktion’ g, von r bzw. gy* von 2¢+r(= 
= 2t(f*")+r) Argumenten zugeordnet (wo r eine beliebige natiirliche Zahl, 
einschlieBlich Null, bedeutet). Dann sagen wir, dafi die Funktion f von r+ 1 
‘Argumenten durch primitive Rekursion mit Hilfe dieser Funktionen definiert 
wird, wenn 

APs, met) ae OD, ouryti),. falis.. /-e Ag, 


mind falls x der Form x=—/*(...) ist, wo f* € F, 
F(x, Spm, ) ee oe ay ip, PX, i, «+, Ur), -.., { (Xe; U1, «~~, Ur), 


wobei u;,...,u,€H. Im allgemeinen kommen hier unendlich viele Defini- 
tionsgleichungen vor, ihre Machtigkeit ist Ho-+ F. 

Es seien nun gewisse Ausgangsfunktionen angegeben. Die Elemente von 
Hp (als Konstanten) und die Funktionen von F sollen jedenfalls Ausgangs- 
funktionen sein, es kénnen aber auch andere Ausgangsfunktionen vorkommen. 
Dann wird eine Funktion (in den Ausgangsfunktionen) primitiv-rekursiv ge- 
nannt, falls sie aus den Ausgangsfunktionen durch endlich viele Substitutionen 
und primitive Rekursionen entsteht. Dabei darf jede Funktion so betrachtet 
werden, als eine Funktion ihrer Argumente und beliebig (endlich) vieler ,,hin- 
zugenommener” Argumente, von denen sie nicht tatsachlich abhangt. Es soll 
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b(y1,.+-,¥-) die charakteristische Funktion einer Beziehung B(y1,..., Vr) 
heifien, wenn 
(fo, falls B(y1,.-., yr) gilt, 


b( Vise aye) lf: sonst, 


und eine Beziehung heifit primitiv-rekursiv, falls ihre charakteristische Funk- 
tion primitiv-rekursiv ist; hierbei bedeuten fo und /; zwei feste, sogleich zu 
bestimmende Elemente von H. (In den Weiteren werde ich die charakteris- 
tische Funktion einer mit B oder B; bezeichneten Beziehung immer mit 6 
bzw. mit b; bezeichnen.) 

Die Funktion f(x)— x und die charakteristische Funktion der Gleichheit 
x—y sollen als primitiv-rekursiv gelten, also notwendigerfalls zu den Aus- 
gangsfunktionen hinzugenommen werden. 

Man beweist leicht, dafB die Klasse der (in gegebenen Ausgangsfunk- 
tionen) primitiv-rekursiven Funktionen davon unabhdngig ist, in welcher 
Reihenfolge (und mit welcher Wiederholungen) die unmittelbaren Vorganger 
von x durch x;,..., x; bezeichnet worden sind. 


5. Weder Hy noch F ist leer; sei Ao ein bestimmtes Element von Ao 
.und f) ein bestimmtes Element von F. Setzen wir ferner 


hy = fo(ho, eery ho), hy = fo(, eeey hy), eee y 


dann ist O die Ordnung von fp, dann 1 die Ordnung von fy, ferner 2 die 
Ordnung von fz, usw.; so kann zu jeder natiirlichen Zahl n ein Element h,, 
der Ordnung n angegeben werden. 

Ich werde in den Folgenden fy, fi, Mo,... mit den natiirlichen Zahlen 
identifizieren (zum Beispiel verstehe ich unter dem _ ,,/,-ten” Glied einer 
Folge das n-te Glied). So kann die Ordnung eines Elementes von H durch 
die primitive Rekursion 


o(h) =o, falls AEA, 
und falls x= /"(...), wo f* €F ist, 
0(x) = fo(o(x), ..., o(X)) 


definiert werden, wobei x ein beliebiger unmittelbarer Vorganger von x ist. 
Einen bestimmten solchen Vorganger hat man oft zu verwenden; sei x-! ein 


solcher, wobei h'—=h ist, falls h € My (in diesem Fall ist 4 ' ein nicht echter 
Vorganger), und falls x—=/f*(xi,...,2%)€Hni1, wobei f*€F ist, dann sei 
x} == xj, wobei x? von Sf, .. ., Xf, dasjenige mit kleinstem Index ist, fiir wel- 


ches x; € Hy gilt. 
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x soll als primitiv-rekursiv gelten, also notwendigerfalls zu den Aus- 
gangsfunktionen hinzugenommen werden.° 

6. Nun gilt der folgende 

SATZ. Jede zahlentheoretische primitiv-rekursive Funktion kann zu einer 
primitiv-rekursiven Funktion in H erweitert werden. 


BEwels. Offenbar geniigt es zu beweisen, dai falls p(m,...,n,) eine 
zahlentheoretische primitiv-rekursive Funktion ist, und, wie gesagt, 


OS /5 1 fi 2 — ha, >: 


gesetzt wird (also f,,, auch als f,-+1 geschrieben werden kann, und allge- 
mein eine zahlentheoretische Funktion @(n) in jeder der Formen 


p(n), Non, phn), o((n))), 
dann eine in A primitiv-rekursive Funktion f(1,..., y,) mit 


O( f(y, -- > Vr) = (070), ---, 0(9)) 
vorhanden ist. Die zahlentheoretischen primitiv-rekursiven Funktionen werden 
aus 0 und n-+-1 ausgehend durch endlich viele Substitutionen und primitive 
Rekursionen aufgebaut. Man hat also zu zeigen, dafi die Behauptung 1. fiir 
O und n-+1 gilt, und sich 2. bei Substitutionen und 3. bei primitiven Re- 
kursionen vererbt. 
1. Zu O kann in AH die Konstante fo gehodren, da 


0(fo) = hn = 0 
ist. 
Zu n+1 kann in AH die Funktion fo(x,...,x) gewahlt werden, da 
0( fo(x, .. ., X)) =o(x) +1 
ist. 


2. Falls bereits 


o(g (1, Out - Vr) = w(0(1), 73) 0(yx)) 
Mn firey 31,4. }K 


O(Fi( 15 -- +s Ir) = Gi(0(J1), +. -, OCVr)) 


5 (a) Im Fall einer Wortemenge stimmt das mit dem in den Beispielen 2 ends 2a 
der Nr. 3 angegebenen x! iiberein. : 
(b) Wird im allgemeinen Fall die Reihenfolge x,,..., x, der unmittelbaren Vorganger 


von x etwa so gewahit, daB x, =x? gilt, so laBt sich x7! durch die primitive Rekursion 
h+=h, falls AEH, 
mnd falls x==/*(..), wo f* €F, 


se = eh 


definieren. 
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gilt, wo w, Pi zahlentheoretische Funktionen sind, so kann zur aus ihnen 
durch Substitution entstehenden Funktion 


(111, «+ Mr), +++) PRM, «+3 Mr) 
in H die Funktion ' 
ope eh Ge) 
gewahlt werden, da 
OCR (ACM, +r Wry «er Fe (Wis - + +s Ye) = 
= W(O(fi(V1s + Wy +2 OP (My - -  We)) = 


ilt = W(91(0(I1), ---, OCMr))> «+ +> Pe(O(N1); «+ Or) 
gl : 
3. Falls bereits 


O( (Gs, ie ole) ) > QC ea ee 
0(b(x, u1,..., Ur, Y)) = 8(0(x), 0(t), ..-, O(u,), O(Y)) 


gilt, wo @ und ( zahlentheoretische Funktionen sind, so kann zur Funktion 
y(n, Pi,---, Pr), welche durch die primitive Rekursion 


P(OLDI; wens el = OD, ee tie) 
p(n-+ 1, pi, «++; Pr) =B(A, Pry -- +3 Pr, P(N, Pi, «+ +3 Pe) 
definiert wird, in H die durch die primitive Rekursion 
J(hy ii. 415) 0 lis ei 
und fir vee /*( ch) wor er, 
F(Xp tha, ining Ue) =O Sng ae ott ce ti ace ia) 


definierte Funktion f(x, w1,...,u,) gewahlt werden, da fiir A € Ho 


a(f(h, u1;..1.0s)) = 0(a(h, «..5)) = 
= @(0(u), ..., 0(u,)) = (0, 0(u), -.., 0(u,)) = ¢(0(A), o(ur), ..., o(u,)) 
gilt; ferner falls fiir alle unmittelbaren Vorganger x von x ¢ Hy bereits 
o(f(X, Wi, ..., U)) = p(0(X), o(u), ..., o(ur)) 
gilt, so gilt auch 
o( f(x, a1, exh, Up) 0 (Osh ge eee x eee u,))) = 

= §(0(x"!), o(u), .-., o(u,), o( f(x}, m1, ..., it,)) = 

= @(0(x-'), o(u1), ..., 0(u,), p(0(x-1), o(), ..., o(u,))) = 

= p(0(x-!) +1, o(u), ..., o(u,)) = p(0(x), 0(u), ..., o(u,)). 


und 
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7. Beispiele fiir Definitionen primitiv-rekursiver Funktionen in H. 
1. Agu) = 0(x) wurde bereits als primitiv-rekursive Funktion definiert. 
2. Wie. Definition von x7): 
=a alls fh © Hn, 
Brid falls y==/"(...), wo f* € F, 
xy) — (eae) 


Das ergibt einen (nicht notwendig echten) Vorganger von x, dessen Ordnung 
— falls die Ordnung von y nicht gréfer als die Ordnung von x ist — um 
die Ordnung von y kleiner als die Ordnung von x ist.° 


3. Definition eines bestimmten (nicht notwendig echten) Vorgangers 0-ter 
Ordnung von x, mit e(x) bezeichnet: 


e(h)=h, falls A€ Mo, 
Bnd falls x= /"(...), wo f* €F, 
Pix ==e(x 7). 
4. Definition der charakteristischen Funktion der Beziehung, dai x der 


Form f7(...) ist, wobei f; ein bestimmtes Element von F ist (falls sie provi- 
sorisch mit f bezeichnet wird): 


S(A=h, falls AEM, 
ais x=, (...), 


F(x) = ho, 
und falls x—/*(...), wo f* € F von fj verschieden ist, 
f(x) =h. 


5. Definition von sg (x) (d.h. der charakteristischen Funktion von x € Ho): 
se(i)=ho, falls AE A, 
Bnd falls x=/"(...), wo f" €F, 
sg (x) =A. 
6. Definition von sg (x) (d.h. der charakteristischen Funktion von x € Mo): 
sg(h)=Mh, falls h¢€ Hb, 


Svivis x<==7"(...), woy cf, 
So (x) = fo. 


6 Man sieht leicht, da8 diese Funktion nicht von y, nur von o(y) abhangig ist (das- 
selbe gilt auch in den Weiteren immer, wenn eine Funktion in Abhiangigkeit von o(...) 


definiert wird), ferner, da® sie fiir o(y)—1 in x! iibergeht. 
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Damit erhalt man die charakteristische Funktion der Negation B(j1,..., Jr) 
einer Beziehung B(y1,..., yr) als S¢(O(N1, -- +) Ir): 


7. Wird noch d(x, y) etwa durch 
d(ho, y) = ho, 
d(h,y)=sg(y), falls A€ Ho und A#ho, 
(id tute Xe fa) WOR mete 
d(x, y) = sg (¥) 
definiert, so erhalt man die charakteristische Funktion einer Disjunktion 


Bi (yrs os Ve) VBA Vee 


d(di(y1, sates Vido? Onl Ia eee aed): 


Aus 6. und 7. sieht man, dafii sdmtliche aussagenlogischen Verknii- 
pfungen von primitiv-rekursiven Beziehungen in H primitiv-rekursiv sind. 


als 


8. Samt den Funktionen. 9;(ys; <.<,.yr)9 (G1, 2,...,2--1) unc ces 
Beziehungen 8;(y1,.-..,j,) ((=1, 2,.-., 7), wobei an jeder Stelle (yy. 
héchstens eine der Beziehungen gilt, ist auch die aus ihnen folgenderweise 
,zusammengeflickte’ Funktion f(j1,..., y,) in H primitiv-rekursiv: 


Link «=. Ye falls” By iyeca ves 


ee 


IOs ee Pal Vise VR falls Bal Vives Vel 
Lari(i1,...> Je) sonst. 


Wenn die Konjunktion der Negationen der Beziehungen Bi(y1,..., y,) 
(i=1,2,...,n) mit Brii(y1,..., y-) bezeichnet wird, so kann mit Verwendung 
dieser ebenfalls primitiv-rekursiven Beziehung die letzte Zeile der Definition 
in der Form 


FQVtrc02 Vr) = Sra (Vi, os Vr) lallse Bea Vie.) 
geschrieben werden. 


Zum Beweis definiere ich zuerst eine Funktion so(z1, 22) durch die pri- 
mitive Rekursion : 


So(ho, 22) = 22, Se(h, 2)—=h, falls hE Ho und h#&ho, 
und fir z:—/*(...), wo /* € F, 


$2(21, 20) =213 


UBER DIE VERALLGEMEINERUNG DER THEORIE DER REKURSIVEN FUNKTIONEN 283 


dann sukzessiv die Funktionen 
S3(Z1, 22, 22) = $2(82(21 nee), 23), 


$4(21 ee als 24) = S2(s3 (21, £2, 23), 21), 


© (64 (0°06 00016 (0 0\'e ee 6 0601s 6 6.0 6.00 6.6 6 08 0.0 6 66 80 6 60:8 


Susi (21; eee Zuit) — So(s, (21, ve ey oa eexi): 
Es gilt fir i= 2,3,...,n-+1 bei jedem /—1,2,...,i 
Ses sesh ly; 2h lay ass, Un) =), 


und so speziell 
Sul Mgt.» fig) == fips 


denn man entnimmt aus der Definition von ss(z1, 22) unmittelbar 

So(21, ho) = 21, So(No, 22) = £2, 
und auch das benutzend geht diese Eigenschaft fiir 7—2,3,...,n sukzessiv 
wON-S;(Z1,..., 2) auf 


Siz (21, ei etars Zi41) = So(s;(21, Petts Zi), Zi41) 
iiber. 


Daraus ergibt sich, wenn eine Funktion s,(x,y) durch die primitive 
Rekursion 


Si(fo, y)=y, Si(h, y)=ho, falls hE AH und h#hy, 
mrcctir x=" (...), wo /” € F, 
Si (X, y) = ho 


definiert wird, unsere ,,zusammengeflickte” Funktion als 


ay) Set (SON Vig wy Vr) C2 Vigo ota Vr))s v0 
Presi Or ree Ven (Sn Visser d+))): 
9. Definition der charakteristischen Funktion der Beziehung y € Hoa) 
(provisorisch mit g(x, y) bezeichnet): 
gZ(h, y)=sg(y), falls h€ Ao, 
Mdsiirex—=/ {...), wo f- Cf, 


De \itontallsy cy (x2!) — fig & sg (Jolt i, a) + ho, 
CY) = lee onet 


(Einfacher ergibt sich diese Funktion durch Einsetzen von o(x) fiir x und 
o(y) fiir y in der charakteristischen Funktion der Gleichheit x= y.) 


10. Definition der charakteristischen Funktion der Beziehung, da die 
Ordnung von x grofer als die Ordnung von y ist (provisorisch mit f(x, y) 
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bezeichnet) : 
\ 4, falls sg (x-°™) = fo, 


I y)= hy, sonst. 


11. Definition der charakteristischen Funktion der Beziehung 
(Ey)[yxx & B(y, m,..., Uy) 
(provisorisch mit f(x, ii, ..., UW) bezeichnet) : 
\ fo, falls BUR Ut cutie uy)| PAP ee 3 
f(A, U1, ..., Ur) = eer enrict \> falls 1€ Ao, 
und, falls == /7C..)) WOmiercaty 
ye falls f(x1,W1,..-,Ur)—=MoV -- 
feelin ike tie! Dap shen BG i ee 
lh, sonst. 
Ganz ahnlich, nur Konjunktion statt Disjunktion verwendend, definiert 
man die charakteristische Funktion der Beziehung 
(y)[yx<x— BY, 1, .--, Ur]. 
12. Definition der — provisorisch mit f bezeichneten — Funktion 
Sf iy this Sat Bel eB a er el 
welche einen bestimmten, nicht notwendig echten, Vorganger y von x bedeu- 
tet, fiir welches B(y, w,...,u,) gilt, und den Wert fA) annimmt, falls kein 


solches y existiert: 
hy falls. PeHewund Be ae oe. 
PUL Ui as 9 oe) =} : Ae oO 
(ho, falls REAM und Bh, w,..., a,), 
und falls x== f" (Ss) worfs aks 
( f(x, Uy, +, U,), falls (Ey) ysx so BO ee 


f(xe, t1,-.. Ur), falls (y)[yXx—>B(y, m,...,u))] & 
& (Ey) pire & Be eee Ue : 


f(t, u1,..., Ur) falls (y)[yxu—B(y; a. 
F(x, th, «6, Ue) =e & (y)[pSx1—7 B(y, 1, ..., uy] & 
& (Ey) YSxere BUY, dignee, tel: 
x, falls (y)[yXku—>B(y, m,..., uy] & 
= & (V[yku > BY, m,...,u,] & 
| SB (alkene dle) 


| Ay sonst. 
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8. Zur Untersuchung der Zusammenhang der verschiedenen Rekursions- 
arten in H benétigt man als Hilfsmittel eine eineindeutige Abbildung der 
Menge K der aus Elementen von H gebildeten endlichen (nicht leeren) Folgen 
auf eine Teilmenge von H. (Im zahlentheoretischen Fall kann z. B. einer 
Zahlenfolge a,,a,,...,a, die Zahl p%p*...p™ zugeordnet werden, wobei 
Po, P,,-.- die wachsende Folge der Primzahlen ist.) Da ho, M1, /o,... alle 
verschieden sind, ist H eine unendliche Menge, daher existieren nach bekannten 
mengentheoretischen Satzen solche Abbildungen. (Zum allgemeinen Existenz- 
beweis wird auch der Wohlordnungssatz verwendet, aber die vorliegende 
allgemeine Theorie ist ohnehin nicht konstruktiv; auBerdem koénnen in den 
wichtigsten Spezialfallen — fiir abzahlbares H, fiir H von der Machtigkeit 
des Kontinuum, oder der Machtigkeit 2°, usw. — Abbildungen der gewiinsch- 
ten Art auch ohne Verwendung des Wohlordnungssatzes effektiv angegeben 
werden.) 

Das Element von H, welches bei einer solchen Abbildung der Elementen- 
folge (Yo, Vi,--., Jn) entspricht, soll mit c.(yo, yi,..., Yn) bezeichnet werden; 
und falls ein x €H einer endlichen Elementenfolge entspricht, sei long (x) die 
»Lange” dieser Folge (genauer: n, falls die Folge (jo, 1,...,y,) ist, also 
um 1 weniger als die Gliederzahl der Folge); und fiir 7—0,1,..., long(x) 
sei k;(x) das j-te Glied der Folge. Die Definitionen von long(x) und k;(x) 
k6nnen verschiedenartig auch auf solche x€ H ausgedehnt werden, welche 
keiner Elementenfolge entsprechen, und auch auf Werte / > long (x); sogar auf 
beliebige von fo, A, f2,... (die mit den natiirlichen Zahlen identifiziert wurden) 
verschiedene /€ H; so wird long(x) zu einer einstelligen, k,(x) zu einer 
zweistelligen Funktion in H, im bisher gebrauchten Sinne. Nach geeigneter 
Fixierung der Abbildung und der Ausdehnung der Definitionen sollen long (x) 
und k,(x) — falls sie in H nicht als primitiv-rekursive Funktionen definiert 
werden kénnen — zu den Ausgangsfunktionen von H hinzugenommen werden. 

Nach den Definitionen gilt 


long (Cat Vo, Vi, ---; Vn) =n 
Seetit =O, 15.2.7 
kj(Cn(Yos Vis «+ +s Yn) = Ij- 


9. Die Wertverlaufsrekursion. Wir wollen nun Folgen aus den Vor- 
gangern eines beliebigen x € H bilden. Fir diese kann verschiedenartig eine 
vollstindige Anordnung (etwa auch mit Wiederholungen) angegeben werden. 
Wir wihlen ein fiir allemal die durch folgende Rekursion nach der Ordnung 
von x erklarte Anordnung. Fiir o(x)—0O ist x selbst sein einziger Vorganger. 
Nehmen wir an, daf fiir alle Elemente von x der Ordnung n die Anordnung 
ihrer Vorganger schon definiert ist, und sei nun o(x)—=n-+1. Dann haben 


2 Acta Mathematica XII/3—4 
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die unmittelbaren Vorginger x1,...,x: von x die Ordnung n, und samtliche 
echten Vorgiinger von x kommen nach V5 der Nr. 3 unter den — nach An- 
nahme bereits geordneten — Vorgangern von X1,...,X+ VOT. Man nehme nun 
zuerst die Vorginger von x, in ihrer Reihenfolge, dann die von diesen ver- 
schiedenen Vorginger von x2 in ihrer Reihenfolge, usw., endlich die von den 
Vorgaingern der Elemente x1,..., Xt verschiedenen Vorganger von x; in ihrer 
Reihenfolge, und zuletzt noch x. In den Weiteren werde ich die Vorganger 
von x in dieser Reihenfolge mit 


Xo; Xie ee ks 
bezeichnen. 
Der Wertverlauf einer Funktion f(x, m,...,u,) tiber die Vorganger von 
x wird durch die Folge 


F (Xo, UL, +» <> Ur), [ is lin~ nog Unig) eas eg Ue 


also mit Benutzung der erwahnten Abbildung durch 


@(X; iy.» v> Ur) = Cr fd, Wi, «<5 Ue), 29 Tes ae 


charakterisiert; diese Funktion soll die Wertverlaufsfunktion von f heifen. 
Daraus erhilt man, falls x <x und so xx; mit einem O=/=s ist, 


T( Uis ss) Ue OP Ce Ciena] a 
speziell fiir j= s—long((x, m,..., Uy) 
igee Uj, ++, u,) = Kong (g(e, eau UP Us Uy, vss u,)). 


Damit sind wir in der Lage, die Wertverlaufsrekursion in H definieren 
zu kénnen. Da handelt es sich um solche Rekursionen, wobei zur Definition 
des Funktionswertes an einer Stelle x Funktionswerte an echten, aber nicht 
notwendig unmittelbaren Vorgingern verwendet werden. Da samtliche echte 
Vorginger Vorganger der unmittelbaren Vorganger x1,..., + sind, und nach 
den Obigen der Wert von f an jedem Vorganger eines x; (l=/=f) durch 
Anwendung von k; bei geeignetem / auf (xi, W,...,u,) angegeben werden 
kann, so kann als allgemeine Wertverlaufsrekursion die folgende Definition 
einer Funktion f(x, w41,...,W,) angenommen werden: 


Th, tt, +++, Hp) enacts es” Tae i eae 
und, filr x= 77 (.5.), WO ue 
(W) fe) diy.) tp) ep (Mies ey ip earytle nti et, eee 
eee Py ity anh er), 


wobei #(x, W1,...,u,) die Wertverlaufsfunktion von f(x, W1,..., u,) ist. 
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10. Um 4hnlich wie im zahlentheoretischen Fall, auch allgemein die 
Wertverlaufsrekursion auf primitive Rekursion zuriickzufiihren, untersuchen wir 
zunachst eine ,,rekursionsartige Darstellbarkeit’’ der Funktion Gu DigaV igure tn) 


der Nr. 8. Sei (yo, 1,..., yn) fiir n=1 eine beliebige endliche Folge von 
Elementen aus H, und sei 


X= Cn-1(Yo, Vi, +++)Yn-1), Y=C(Yn) = Co(Mn), 
Bann gilt fir j—O0,1,....7—1 
Yj = K(x), n=Ko(y), n=long(x)+1, 
also 
Cu(Yo, Vi, +++ Yn-1, Yn) az Clongir)+1(Ko(X), ky (x), 8) Kiong(«)(X), ko(y)). 
Setzen wir fiir beliebige x, y€ H 


P(X, Y) = Ctong (a)+1 (Ko(X), Ki (x), «. «+ Kiong (a(x), Ko(y)), 


und nehmen wir c(x) und p(x, y) zu den Ausgangsfunktionen hinzu, falls sie 
in H nicht als primitiv-rekursive Funktionen definiert werden kénnen. Dann 
gilt nach den Obigen fiir n=1 die ,,rekursionsartige Darstellung” von c,: 


Cu( Yo, Vy +++) Yn) = P(Cn-1(Yos ty «++» Yn-1), C(Yn)): 


Daraus ergibt sich, da falls fiir die Folge yo,yi,...,yn die fiir 
y=0,1,...,0(x) angenommenen Werte einer primitiv-rekursiven Funktion 
F(, 21,---, Zr) eingesetzt werden, dann die so entstehende Funktion 


Neate) hoes (Os eay« 0+, Sr), Fly 215 + sy Sry Hong J CO(X), Sts 05: Zr) 
primitiv-rekursiv ist, da sie durch folgende primitive Rekursion definiert 
werden kann: 

cf (A, a ee te oy) c(f (0, Puan), ells title, 
gad falls x—/*(...), wo f* € F, 
4 iC iaee.) = p(cf (x", Peace (IO X)ieix os -3:2r))). 

Fiir die Anwendungen ist nur die Existenz einer primitiv-rekursiven 
Funktion p(x, y) mit dieser Eigenschaft wichtig. 

11. Das werde ich nun zur rekursiven Definition der Wertverlaufsfunk- 
tion p(x, 1, ..., uy) der durch (W) in Nr. 9 definierten Funktion f(x, wi,..., uy) 
benutzen. ire s 

Nach V5 in Nr. 3 kommen sdmtliche echten Vorganger X0, %1,..., Xs-1 
eines Elementes x(—x,) der Form x —f*(...), wo f° € F, unter den Vorgangern 
seiner unmittelbaren Vorganger x1,...,x; vor. Das kleinste Index 7, fiir wel- 
ches x; bei einem j<s ein Vorganger von x; ist, ferner das /, fiir welches 


ox 
} 
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x; der Vorganger mit dem Index / in der festgelegten Reihenfolge der Vor- 
ginger von x; ist, endlich auch s sind von x abhangig, dies bedeutet aber 
offenbar nur eine Abhangigkeit von x1,..., X+: fiir Elemente mit denselben 
unmittelbaren Vorgingern stimmen sie iiberein. Es sind also bei jedem [f ¢€F 
diese i und / fiir Zahlenwerte j<s Funktionen von /,%1,...,x+, und s ist 
eine Funktion von x1,...,X:, falls x der Form x—/f*(...) ist. Jede dieser 
Funktionen nimmt nur Zahlenwerte an; i héchstens den Wert ¢(/*). Offenbar 
kann die Definition dieser Funktionen auf alle Elemente von H mit Beibe- 
haltung dieser Eigenschaft ausgedehnt werden (an Stellen, wo sie bisher nicht 
definiert sind, kann man ihnen etwa den Wert /o zuordnen). 
Seien also zu jedem f° € F 


Of«(Z1 SL mete Z¢*))> tr*(y, Pb Mey Ge xe ZF), Ap*(), 7& ey hd ZF) 
in H definierten Funktionen, die nur Zahlenwerte annehmen (also mit ihrer 
eigenen Ordnung iibereinstimmen), dabei ¢* héchstens den Wert ¢(f*); und 
so beschaffen sind, dai falls x—/f*(...)€ H als unmittelbare Vorganger 
X1,...,X; besitzt, und / eine kleinere Zahl als oy+(xi1,..., X+) ist, dann 
Oye (Xr, ««., Xe), tre(J, Oh, cease eh Ai+(J, eee 
der Reihe nach die oben definierten Zahlen 
eld +d 


ergeben. Diese Funktionen sollen — falls sie in H nicht als primitiv-rekursive 
Funktionen definiert werden kénnen — zu den Ausgangsfunktionen hinzu- 
genommen werden. 

Nach der Bedeutung von s, i und / und nach Nr. 9 gilt nun fir die 
Funktion f(x, aw,...,u,) mit der Wertverlaufsfunktion (x, m,...,u,) fiir ein 
x= f"(...)€ H mit den Vorgangern X0,..., Xs-1,X;==x und mit den unmittel- 
baren Vorgdngern x;,...,X; fiir 7—=0,1,...,s—1 


Fs; Wi, 2085 u,) —— Ripa ii Pee Cs (Xipaci, ayyeeep)9 U1, ++ oy Uy)), 
und daher 
P(X, Ui. osy He) = Cal F(X; M4. 6.65 Uy), « eg erty Lge eg le), es 
ae Core (ison ey) (Knpalo, ry, «14) &) (P (Xi p00, Hy yoery My) 9 CLY yee ey u,)), oe 
eeey Kapa (ope (sso rem My 500 eA) (P (Kop (ope ery eves e=Ly yon)» uy peeey u,)), Abe uy prery U,)). 
Wird also 
Zea(Z peeey (aN U0» Viiy, 2 0 +) Uty w) = Copa Ceryeonst,) (Kapa (0, 21.0052) Vipe O,41)-05.29))2 ‘Ss 


) Kapa ope (essen 20h A1)04429) Vrpa (ope Oi eon) H)-1, Hasan HD) w) 
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gesetzt, dann gilt (da ¢* zwar auch den Wert 4o—=0O annehmen kann, aber 
in den uns interessierenden Fallen nie) etwa mit 


2+ (21, eaey Zty V1 5 0% +) Uty W) = 27+(21, eeey his ho, V1) 20g Uty Ww) 
der Zusammenhang 
(Ww) PAX, ig sy Ur) Dye (Xi ,.22 by Xs P(X1) U1, ©. 5, Ub), 
oh PMY Wi smc snilly)y J (X, Hi; vos, Uly)). 


12. Nach dem Schlufergebnis der Nr. 10 ist hier die Funktion g;« 
primitiv-rekursiv. Denn erstens ist fiir t—t(/*) 


. <i f* an . . — 
Verw (Ys Z15-++5 24) =v (), Ziisve MakChG CO sn Ulieuones ye) = 


ie falls. t0(), 21,.<<) 2) —1, 


ee 
4 


ie falls” tps (y;, 21,..., 2) ==, 
vo sonst 


nach 8 der Nr. 7 eine primitiv-rekursive Funktion. Daher ist auch die durch 
Kirw (Y; 215 «+65 14) (Vipay, Zl yeery “))s 
BCveeiys-*; 21, 00, U1,---, %,W)==4 falls o(é(y, 21,..., Z:))<0(Gp*(Z15..+5 2), 
fe sonst 
definierte Funktion f primitiv-rekursiv, und mit ihr nach Nr. 10 auch die 
Funktion 
CANS cis cep Cis UUs Uhg xo cots W) == 
= Coia( J (0; 21) +++, Sty U0, Vis -+ +, Ut» w), oe ., f (0(x), 21, 020) Sty UO, V1y oe 0 Uy w)). 
Man sieht aber leicht, dah 
F+(Z1, co earn lan OM nese eaten W) = cl (O7«(21, oie) 819 Zt), Zgeetele yg ietyi Cy. Wills) ela CLs w) 


gilt; so ist auch gy*, und daher auch die in (W) der Nr. 11 auftretende 
Funktion g;« primitiv-rekursiv in H. 

Sind auch die in der Definition (W) von Nr. 9 auftretenden Funktionen 
g, und g;« primitiv-rekursiv in H, so gilt das auch fiir die Wertverlaufs- 
funktion 

GAA tip) means ( JX Kay Maia llr); ivy J Otay lla, © +, lly), 

denn diese kann (in Betracht genommen, dafi fiir 4¢€ Ho der einzige Vor- 
ganger von fh selbst A, und coc ist) nach (W) und (W) durch folgende 
primitive Rekursion definiert werden: 


p(h, tt1, ..., Ur) =C(gn(ts,---, Ur)), falls 2 € Ho, 
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und falls*x==j"C..), wo f €F, 


p(X, U1, « ++) Ur) = Bye (Xt, » + Xtp P(r, U1, «++, Ur), «+ +, P(Mt, U1, -- +, Ur); 
Bei, «20, Xty Mr, «+, Ue, P(X1, M1, «. -, Ur), «+ P(t, M1, «=, u;))). 
Endlich ergibt sich f(x, w,...,u,) durch die Substitution 
TX, tis < de, Ur) hong ese Plies et) 


als primitiv-rekursive Funktion in H. Demnach fiihrt die Wertverlaufsrekursion 
nicht von der Klasse der in H primitiv-rekursiven Funktionen heraus. 


13. Reduktionen. 1. Bisher war auch schon miihsam, die vielen Para- 
meter mitzuschleppen; und das ist auch nicht notwendig. In H lassen sich 
die Parameter zu einem einzigen zusammenziehen. 

Wird f(x, m,..., u4,) durch die primitive Rekursion 

Sh, to, «.+, Up) = 2a (te, 7.4 Ue), Talls fee, 
brid wilt gc ——/5 (5, ), owOune cane 


FX, Ha, = » «+ lr) == Bra (Xa; 5 Key sw ang eo J ly Us os ee - Ur)) 
definiert, so sei 


I (&; 0) ==fOG OU) en), 


woraus sich 


E(x, U1, « <, Ur) =F (x, €- (uo, ---5 8,)) 
ergibt. 


f’ kann durch folgende primitive Rekursion definiert werden: 
f(A, u) = gn(ko(u), ..., &-(u)) = gi(u), falls A€ Ao, 
und fiir x =/"(...), wo f*€F, 


f(x, u) = gye(x1,..., Xt, Ko(u), ..., &-(u), f(%1, Ko(u), ..., k(u)), .-. 
ay (Xp, Kol), = sp he) 
= B70(X15 oa «Xp Mo(U), Sig Kel) FG; Ws ames Xe) 
= Poul Xiy 45 va Xap We eae Le) 
wobei g;,, g7« mit g), bzw. g;« primitiv-rekursiv sind. 
Aus f’(x,u) erhalt man f(x, u,..., u,) durch die obige Substitution. 


27 ein H kann eine Rekursion der letzten Form noch weiter reduziert 
werden: auf eine Form, wobei die Abhangigkeit vom einzigen Parameter u 
nur im Fall x€ Hy) zum Ausdruck kommt. 
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Sei nadmlich 


I(x, w)=ex(u, f’ (x, 2)), 
f(x, u) = k(f'" (x, 4), 


und ftir beliebiges x (also zum Beispiel auch fiir x-! statt x) 
ergibt. aE ahs) 

So gewinnt man folgende primitiv-rekursive Definition fiir f(x, w): 

f’ (A, u) =cxr(u, gh(u)), falls h€ Ao, 
fadetir x—f"(,..), wo f* ¢ F, 
f(x, 1) = er (Ko( f(x", u)), BFe(21, -.-, Xe, Ko( f(x", u)), 
K(f" (x1, 4)), + (P(X, w)))). 
Aus /”(x, vu) erhalt man /’(x, w) durch die obige Substitution. 


Demnach kann man sich in H, von den bereits angenommenen Ausgangs- 
funktionen ausgehend, nebst Substitutionen auf primitive Rekursionen der Form 


f(h, u)=g(u), falls he€ Ho, 
ond falls x —"(...), wo f¢€ F, 
Fg) See (Mi 5 Xi fmt), ees f (Xi) 


woraus sich 


beschrdanken. 

14. Die simultane Rekursion fiir mehrere Funktionen. Diese /djt 
sich auf eine primitive Rekursion in H nebst Substitutionen zuriickfiihren. Das 
zeige ich an einem Beispiel; der allgemeine Fall kénnte aber genau so 
behandelt werden. 

Sei 

f(u=giu), f'(h,u)=sir(u), falls he Ao, 
mil tir x=/"(...), wos OF, 
F (x, u) = ge(X1,f' (x1, 4), fe, 0), F(X, 1) = Bf Os, 4), 
WO X1, X2,x3 unmittelbare Vorganger von x sind. 
Setzen wir 
f(x, =alf'(% 4), f" 4), 
woraus sich - 
f (x, u) = ko( f(x, u)) und f’(x, a) =k(f(x, 4) 
ergibt. 
f(x, a) kann dabei durch folgende primitive Rekursion definiert werden: 


F(h, u) =c1(gi(u), gi’ (u)), falls h€ Ho, 
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und flit X= f"(...), wo eek, 
F(x, ) = c1( gi (x1, ko(F (21, 4), ki(F (2, 4))), fe(22, Ko(F(xs, u)))). 
Damit ist die Behauptung fiir dieses Beispiel bewiesen. 


15. Die eingeschachtelte Rekursion. Hier handelt es sich um Re- 
kursionen, wobei fiir die Parameter Einsetzungen erfolgen; sogar Werte der 
zu definierenden Funktion (an unmittelbare-Vorganger-Stellen) k6nnen fiir 
die Parameter eingesetzt werden. Ich behandle hier ebenfalls ein Beispiel, 
aber mit allgemein ebenso verwendbaren Methoden. 

Sei das betrachtete Beispiel die Definition : 


S(h, uv) =2,(u), falls hE A, 
und fiir x—=j2G..)) woufner, 
ee u) = g(x, x2; u, f(x S(2, es »X2, u)))), 


wo X1,X» unmittelbare Vorganger von x, und die Funktionen g), gy+, /y* in 
H primitiv-rekursiv sind. 

Bei der Berechnung der Werte von f(x, uw) sieht man, dafi dabei ,,[nein- 
anderschachtelungen” der Funktionen g),, g;*, /y« als ,,Bausteine” auftreten; 
dabei erfolgt in die beiden ersten Leerstellen der Funktionen g;* und J;« nie-, 
mals eine Einsetzung einer Funktion. Eine Funktion f(x,w), welche die 
folgenden Bedingungen erfiillt, wiirde samtliche ,,Bausteine’”’ als Werte an- 
nehmen : 

1. f(x,u) nimmt fiir ein x den Wert uw an, 

2. es gibt zu jedem AE Hy und y€H ein x€H mit 


f(x, u) =a (f(y, 0), 
3. es gibt zu jedem f* € F und yx, yo, ys, ys€ H ein x€H mit 


F(x, 4) = gye(J1, V2, F (Ya, a), f(s, W)), 
4. es gibt zu jedem f*€ F und yy, yw, ys € H ein x€ H mit 


ING u) =Iye(y1, y2; F(¥s, u)). 

Falls dabei y, yi, yo, ys, Ys immer echte Vorgdénger von x sind, erhalt man 
aus diesen Forderungen eine rekursive Definition fiir eine geeignete Funktion 
Ta Oogay 

16. Im zahlentheoretischen Fall kénnte z. B. als fiir 3. geeignetes x die 
der Folge (Vi, Vos Ys, Ya) zugeordnete Zahl p¥ip¥pisps gewahlt werden; um- 
gekehrt, bei gegebenem x waren die Werte y1, y2, ys, ys die Exponenten von 
Pi, P2, Ps, Ps in der Primfaktorenzerlegung von x, und diese waren (als kleinere 
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Zahlen) sicher echte Vorganger von x. Diesen Exponenten entsprechen im 
allgemeinen Fall die Werte k:(x), ko(x), ks(x), ky(x). In der (unter anderem) 
durch k(x) charakterisierten Abbildung kann aber vorkommen, dal eine 
eingliedrige Folge auf sich selbst abgebildet wird; deshalb kann fiir Koy (x) 
allgemein nicht die Forderung gestellt werden, dab es ein echter Vorginger 
von x sei. Es hilft aber auch die schwéachere Forderung, daB k,(x)_ stets 
Vorganger von x sei. 

Die folgenden Betrachtungen gelten also nur dann, wenn die verwendete 
Abbildung der endlichen Elementenfolgen in H so beschaffen ist, dab stets 


(K) Kay (x)Xx 
gilt, woraus sich fiir ein beliebiges x <x 
Kowy)(X) <x 


ergibt. D. h. die folgenden Betrachtungen gelten nur dann fiir eine angeord- 
nete freie holomorphe Menge H, wenn es eine solche Abbildung der endlichen 
Elementenfolgen in H gibt, dafi bei beliebigen yo, y1,..., y, € A fiir das ihrer 
Folge zugeordnete Element c,(¥o, yi, ---, Yn) 


YoXcn(yo, vey Pa); Vela (Va, 5.5 0ir Yn), AE ES weal 0, Meck Yn) 


gilt. Auch bei der Ausdehnung des Definitionsbereiches von k(x) (dessen 
Wert, falls x€ H einer endlichen Elementenfolge von H entspricht, und 
J < long (x) ist, das j-te Glied dieser Folge ist) auf alle Elemente von H, hat 
man auf die Bedingung (K) zu achten; das kann so geschehen, dafi dieser 
Funktion an allen neu hinzugenommenen Stellen der Wert e(x) zugeordnet 
wird. 

Bei geeigneter Definition des Vorgangerbegriffes kann die Bedingung (K) 
fiir die in den Anwendungen wichtige Rolle erhaltenden speziellen freien 
holomorphen Mengen erfiillt werden. Die geeignete Definition des Vorganger- 
begriffes ist aber wesentlich. Z.B. im Fall einer Wortemenge tiber einem 
Alphabet liegt es an der Hand einer Wortefolge jenes Wort zuzuordnen, 
welches durch das Nacheinandersetzen der mit durch geeignete ,,Trennzeichen” 
getrennten Worte der Folge entsteht. Nun sind die einzelnen Worte der Folge 
keine ,,Anfangstiicke”, nur ,,Abschnitte” des so entstehenden Wortes; daher 
wird die Bedingung (K) im Fall des Beispiels 2’ in Nr. 3 nicht erfiillt; im 
Fall des Beispiels 2” dagegen kann sie erfiillt werden. 


17. Von nun an nehmen wir an, da in H die Bedingung (K) erfiillt ist. 
Dann kann eine Funktion f(x, u) wie folgt rekursiv definiert werden (da man 
die Funktion k,,)(x) auch zu Fallunterscheidungen gebrauchen kann): 


Fi uj a, falls 2 esp, 
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und fiir x="(...), wo f € F; 


“er(F (ki(x:), u)), falls ko(m)=h € Ho, 
F(x, u) =< ge(ki (x), ko(x1), F (ks), 4), F(A), 4), falls Ko(%1) € Ah, 
[alk (x1), ko(x1), f(ks (x1), u)) sonst. 
Man sieht, dai diese Funktion f(x,u) den Wert uw annimnt, und auch 


die Forderungen 2., 3., 4. in Nr. 15 erfiillt; genauer: 
(2) Fiir jedes h€ Ho, y€ H und 


Xt = fo(cr(A, y); cosy ci(h, y)) 


F(x, u)=£n(f(y, 4)), 
(3) fiir jedes f* € F; yi, yo, 3, Ys € H und 
x= f*(ca(A1, Yi, Vos V3) Vays «+9 Ca(A1, Vi, V2, V3, Ys) 


F(x, 4) = gy+(W1, Y2, f(s, 4), f(s, 4)), 
(4) fiir jedes f*€ F; yi, 92, )3€H und 
x= f*(c3(he, Yi, V2 Ya), »- +> C3(h2, Yi, V2, Y3)) 


F(x, u) = 1j(y1, yo, F(Ys, 4). 


18. Priifen wir nach, ob die Definition von tite uw) ein Spezialfall der 
allgemeinen Wertverlaufsrekursion ist. Es treten darin fiir gewisse / Funktions- 
werte f(k:(x1), w) auf. Nach (K) gilt 

ki(X1) < X41. 


Sei ki(x1) der Vorganger mit dem Index » von x;. Dann gilt nach Nr. 9, 
wenn die Wertverlaufsfunktion von f(x,u) mit p(x, vw) bezeichnet wird, 


F(ki(x1), 1) = KAP (%1, )). 


Um die Definition von f(x,u) und 4ahnliche Definitionen auf primitive Re- 
kursion zurtickfiihren zu kénnen, hatte man (bei jedem festen /*, falls x der 
Form x= /*(...) ist) dieses v als Funktion von i, x,...,X; zu bestimmen 
(und zwar als primitiv-rekursive Funktion). Ihr Definitionsbereich kann wie 
iiblich auf alle Elemente von H ausgedehnt werden; und die so erhaltene 
Funktion soll — _ falls sie nicht als primitiv-rekursive Funktion in A 
definiert werden kann — zu den Ausgangsfunktionen hinzugenommen werden. 

Dann sieht man leicht, daB die Definition von Fes wu) ein Spezialfall 


der allgemeinen Wertverlaufsrekursion ist, und daher ist f(x, wv) eine > primitive 
rekursive Funktion. 


gilt 


gilt 


gilt 
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19. Die eingeschachtelten f-Ausdriicke kénnen aufgelést werden, im 
folgenden Sinne. Es gilt der 


HILFssaTz. Durch eine Wertverlaufsrekursion kann eine Funktion r(x, y) 
definiert werden, fiir die stets 


; f(x fy, u,)) =f (r(x, y), ut) 
gilt. 
BEWEIS DES HILFSSATZEs. Erstens gilt fiir A € Ho stets 
f(h, f(y, w)) =f(y, 0), 
so gilt die Behauptung fiir 4 € Hy), wenn 


r(h,y)=y fir he Ao 
gesetzt wird. 


Angenommen, dafi fiir alle x-Werte héchstens n-ter Ordnung r(x, y) 
bereits im Sinne des Hilfssatzes definiert wurde, dann gilt fiir ein beliebiges 
x—/f*(...) von n+1-ter Ordnung, wobei f* € F, 

£i( fF (r(ki(x), y), w)), falls ko(x1) =h € Ap, 
Bre(ki (x1), ko(x1), F(r(ks (0), ¥), a), | 
F(r(ks(x1), y), )), falls ko(x1) € Mi, (ey 
Ip+(Ax (x1), Ko(x1), F(r(Ks (x1), ), 4)) sonst | 

Woler (A, r(k1(x1), y)), -.-, c1(A, r(ki(x1), y))), u), falls ko(x1) = € Mo, 

TF" (cater, Ki (21), ko(%), (As (1), ¥), (Ks), 9), - 

— ++, C4(My, Ki (X1), (x1), 7(Ks (x1), y), r(Ks(%1), V))), i), falls ko(x1) € Mi, 

FF" (ca(Az, ka (x1), ko (x), (As (21), ¥)), «+, €3 (2, Ki (m1), Ko(%1), 

r(ks(x1), y))), 4) sonst, 
aiso Kann fiir x—/*(...), wo f° € F, 
fo(er(h, r(ki (x1), ¥)), - «+ C1 (A, 1(Aa (1), Y))), falls ko(x%1) = € Mo, 
f(ca(h1, ki (x1), k2(x1), r(k3(X1), y); r(ki(m1), +) ee cs(n, ky (x1), 
r(x, Y)=\ — ke (21), 7(Ka(%1), y), T(Ka(%1), y))), falls ko(%1) € M1, 
f* (ca(he2, ki(x1), ko(x1), (ka(%1), Y)), + + C32, ki (21), A200), 
r(ks(x1), y))) sonst 


dem Hilfssatz entsprechend definiert werden. Damit erhalt man mit der be- 
reits angegebenen Definition von r(f,y) fiir A € Ho nach (K) ahnlich wie in 
Nr. 17—18 fiir f(x, uv) eine Wertverlaufsrekursion fiir r(x, y), und so ist r(x, y) 
primitiv-rekursiv. 


MX, f(y, u)) = 
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20. Der Hilfssatz erméglicht die Werte von f(x, u) aus den Werten von 
f(x, u) herauszuschépfen. Es. gilt namlich die 


BEHAUPTUNG: Es gibt eine primitiv-rekursive Funktion s(x), so daf fiir 


jedes x€H 


f(x, u) = (s(x), rm) 
gilt. 


BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Fiir A € Hp gilt 
Hh, t) = g(a) = gu Flt, u)) =F (foler(h, fo), - --, c1(A, ho)), U), 
also gilt die Behauptung fiir x —A€ H), wenn 
s(h) = fo(ci(A, ho), ..., C1(A, fo)), falls A € Ho 
definiert wird. 

Angenommen, daB fiir die Stellen x der Ordnung n die Funktion s(x) 
der Behauptung entsprechend definiert ist, gilt bei x—/*(...) der Ordnung 
n+1, wo f*€F, 

F(X, 1) = gya(X1, X2, F(o, u), F(s(1), F(S (2), Uy+(X1, X2, f(Vto, ¥))))) = 

= gye(x1, X2, f(fo, u), F(S(x1), F(S(%2), FF" (Cs (he, 1, X2, fo), - 
«+ +) €3(f2, X1, X2, Ao)), U)))) = 
= g7+(x1, x2, f(ho, u), F(s(x1), F(r(S(%2), F* (Cs (Az, X1, 2, fo), --« 
w+, €3(ft2, X1, X2, Ao))), u))) = 
= g7x(X1, X2, f(ho, u), f(r (s(x), r(S(x2); f° (ca (h2, X1, X2, Ho), «-- 
. ++, €3(A2, X1, X2, Ao)))), u)) = 
= f(f* (ca(A1, x1, X2, Ao, 7(s(x1), 7(S(x2), f° (Ca(He, X1, X2, Ao), -»- 
» ++, C3(h2, X1, X2, Ao))))), ..-, Ca(M1, X1, X2, Mo, r(S(X1), 7(S(X2), f* (c3(h2, X1, X2, Ao), .-- 
. ++, €3(H2, X1, X2, Aa)))))), u), 
und daher wird s(x) fiir x= /f*(...), wo f* € F, durch 
S(x) =f" (cs(A1, X1, X2, Ao, 7(S(x1), 7(S(x2), f*(ca(Ae, X1, X2, ho), ... 
«any 68 (Me, 1, Hey st0)))) eres 
v0 Ca(Atr, X1, Xe, ho, 1(S(x1), 1(S(X2), f* (Ca(ha, X1, X2, No), ..., Ca(he, X1, Xe, Ao)))))) 
der Behauptung entsprechend definiert. Das ergibt mit der obigen Definition 
von s(f) fiir h€ Hy eine primitive Rekursion fiir s(x). 
Samt s(x) ist aber wegen 
f(x, w) = f(s(x), u) 


auch f(x, w) primitiv-rekursiv. 
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Falls die Bedingung (K) erfiillt ist, kiénnen sémtliche eingeschachtelten 
Rekursionen in H genau so auf primitive Rekursionen aufgelist werden. 


21. Ahnlich kénnte man die Analogien mit den anderen, fiir den zahlen- 
theoretischen Fall bekannten Rekursionsarten verfolgen; nun gehe ich aber 
auf die Definition der allgemein-rekursiven (und der partiell-rekursiven) Funk- 
tion in HA iiber. 

Ich setze voraus, fiir jedes Element A von H, sei ein entsprechendes 
Zeichen fiir A (fiir verschiedene Elemente von Hy, verschiedene Zeichen) vor- 
handen; ich nenne diese Zeichen die Konstanten. Ferner sei fiir jede der 
(nichtkonstanten) Ausgangsfunktionen je ein entsprechendes von den Konstanten 
verschiedenes Zeichen (fiir verschiedene Ausgangsfunktionen verschiedene 
Zeichen) vorhanden; ich nenne sie Funktionszeichen. Fiir jedes Funktions- 
zeichen ist dann die Anzahl der Argumente der durch ihm bezeichneten 
Funktion, kurz die Argumentenzahl des fraglichen Funktionszeichens, gegeben. 
Es sei auch eine abzahlbar unendliche Folge von — von den Konstanten 
und Funktionszeichen verschiedenen — Zeichen, Variable genannt, ferner eine 
abzahlbar unendliche Folge von — von den Konstanten, Variablen und Funk- 
tionszeichen verschiedenen — Zeichen, Funktionsvariable genannt, vorhanden. 
Zu jeder Funktionsvariablen sei eine positive ganze Zahl, die Argumentenzahl 
dieser Funktionsvariablen, zugeordnet derart, dafi jede positive ganze Zahl 
die Argumentenzahl von unendlich vielen Funktionsvariablen ist. (Die Variablen 
werden die Elemente von H durchlaufen, die Funktionsvariablen werden auf 
Hf oder auf einer Teilmenge von H definierte, Elemente von H als Werte 
annehmende Funktionen mit der entsprechenden Anzahl von Argumenten be- 
zeichnen, namlich zu definierende Funktionen oder in die Definition einge- 
hende Hilfsfunktionen.) Gewisse, aus Konstanten, Variablen, Funktionszeichen, 
Funktionsvariablen, Klammern und Kommata bestehende endliche Zeichenrei- 
hen werden Terme genannt, namlich: jede Konstante und jede Variable ist 
ein Term, ferner, falls t:,...,t. bereits Terme sind, so sei jede Zeichenreihe 
f(ti,...,t,), wo f ein Funktionszeichen oder eine Funktionsvariable mit der 
Argumentenzahl r ist, ebenfalls ein Term (und keine sonstige Zeichenreihe 
soll als Term gelten). Zu den bereits auf gezahlten Zeichen nehmen wir 
noch das Gleichheitszeichen ,—” hinzu; eine Zeichenreihe t;—t2, wobei ti 
und t. Terme sind, wird eine Gleichung, und eine beliebige (eventuell unend- 
liche) Menge von Gleichungen ein Gleichungssystem genannt. 
| Jedes Element x von H entsteht in eindeutiger Weise aus endlich vielen 
Elementen von H» durch endlichvielmalige Anwendung von Funktionen aus F. 
Werden die diese Funktionen (die ja unter den Ausgangsfunktionen vor- 
kommen) bezeichnenden Funktionszeichen entsprechend auf die jene Elemente 
von Hy bezeichnenden Konstanten angewandt, so ensteht ein Term, den ich als 
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das dem Element x entsprechende (oder das Element x bezeichnende) Ele- 
mententerm bezeichne. Fiir 4 € Ho ist unter dem das Element / bezeichnen- 
den Elemententerm die entsprechende Konstante zu verstehen. 

Ein Gleichungssystem wird das definierende Gleichungssystem einer 
auf einer Teilmenge von H (eventuell auf #7) definierten und Elemente von 
H als Werte annehmenden Funktion f(yi,..., y-) genannt, falls es fiir eine 
geeignete Funktionsvariable f mit der Argumentenzahl r und fiir beliebige 
Vi,.--) ry, €H dann und nur dann eine Ableitung aus G mit einem End- 
gleichung der Form 


{igen tse 


gibt, wo y1,...,y, und y die den Elementen y;,...,y%,y von H entspre- 
chenden Elemententerme sind, falls f(1,..., y-) definiert ist und gleich dem 
Element y ist. Dabei bedeutet eine Ableitung aus einem Gleichungssystem & 
die endlichmalige Anwendung der folgenden Schritte, von den Gleichungen 
des gegebenen Systems ( ausgehend : 

1. Das Einsetzen eines Elemententermes fiir eine Variable in einer Glei- 
chung, tiberall, wo diese Variable auftritt. 

2. Falls die Gleichungen a=b und c=» bereits in der Ableitung vor- 
gekommen sind (eventuell zum Gleichungssystem © gehéren), dann die Er- 
setzung in a—b eines Teiltermes ¢ durch > (auf einer oder mehreren Stellen). 

Eine auf einer Teilmenge von H bzw. auf H definierte Funktion, wofiir 
ein definierendes Gleichungssystem existiert, heiBt eine partiell-rekursive bzw. 
eine allgemein-rekursive Funktion. In beiden Fallen wird also verlangt, dai 
fiir zwei Gleichungen der Form 


f(n1, ) ay De) ==, T(y1, ‘ vey Dr) =! 


mit dem obigen (die zu definierende partiell-rekursive bzw. allgemein-rekur- 
sive Funktion f bezeichnenden) Funktionsvariablen f und mit Elementen- 
termen »,...,),, y und y’, die Endgleichungen von Ableitungen aus dem 
definierenden Gleichungssystem von f sind, y mit y’ tibereinstimmen soll; 
und im Fall einer allgemein-rekursiven Funktion f wird auch verlangt, dab 
es fiir beliebige Elemententerme y,,...,y, ein Elemententerm y geben soll, 
_wofiir die Gleichung f(y:,...,9,)—=y die Endgleichung einer Ableitung aus 
dem definierenden Gleichungssystem von f ist. 

Im folgenden werde ich einfachheitshalber die Konstanten, Elementen- 
terme, Funktionszeichen und Funktionsvariablen manchmal nicht von den 
durch sie bezeichneten Elementen von Ho und H, Ausgangsfunktionen bzw. 


zu definierenden Funktionen oder Hilfsfunktionen unterscheiden, was wohl nie 
zu einem Mifverstandnis fiihren kann. 
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22. Bemerkungen. (1) Enthalt F wenigstens eine mindestens zwei- 
stellige Funktion (was bei einer Wortemenge nicht der Fall ist), dann kann 
einer beliebigen endlichen Folge von.Elementen aus H in einfacher Weise ein 
Element von H derart zugeordnet werden, daB daraus die Glieder der Folge 
wiederzuerkennen sind. 

Sei namlich fi(%1,...,X%m)€F mit m=2, und setzen wir 


Fi, y) = fi(x, Vy eeey y). 

Nach Annahme sind fiir ein x —/*(xj,...,x.), wo f*€F, die Funktion /* 
und die Argumente xj,..., x, eindeutig bestimmt. Die Funktionen g(x) fiir 
day vag, Wobel gy(x) fit x—=/fi(yi,...) Vi,.%., Ym) Gen Wert y; und 
sonst den Wert /’ annimmt, k6nnen leicht als primitiv-rekursive Funktionen 
in AH definiert werden. 

Nun kann einem geordneten Paar (x, y) das Element /,(x, y) zugeordnet 
werden, woraus die Glieder des Paars als 


KlA y))=x, gfx y))=—y 


wiedererhalten werden kénnen. Durch wiederholte Paarbildung kann einer 
beliebigen endlichen Folge ebenfalls ein einziges Element zugeordnet werden, 
woraus die Glieder der Folge wiederzuerkennen sind. Es ist aber zweck- 
maBiger ebenfalls durch Paarbildung zu bezeichnen, um wievieltes Glied es 
sich handelt, denn so erkennt man aus dem einer endlichen Folge zuge- 
ordneten Element sofort, wievielgliedrig die betreffende Folge ist. 
Seien also den Folgen 
Xo 
Xo, X41 
Xo, X1, X2 
der Reihe nach die Elemente 
fi (Xo, Ao) 
Fil fi(Xo, fo), fre, A1)) 


Fi(fi(fi(Xo, Ao), fix, fx), fr 2, he) 


SCOCSCHSH OOS CHOCK SC THAME CeeeCeveceeoe Teens 


zugeordnet. 
Dann sieht man gleich, daf falls x einer endlichen Folge zugeordnet 


ist, so der Hochstindex der Glieder xo, x1,... dieser Folge gleich 


long (x) = g2(g2(x)) | 
ist. Fiir andere x kann long(x)—/o definiert werden. Man hat aber noch 
diese Fallunterscheidung zu charakterisieren. 
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Erst sei ch,;,)(x) die charakteristische Funktion der Beziehung, dal x 
einer Folge 
Xo, Dols eeey Xo) 


zugeordnet ist. Diese kann (nach 4. von Nr. 7) als primitiv-rekursive Funk- 
tion von x und y definiert werden: fiir A € Hy sei 


ho, falls x von der Form x==j;(-..) ist 


Chon) (X) = | und go(x) = 23(xX) =---= 2n(x) =o, 
hy sonst, 


und wennty 7" (C:),,.WwO0 if © Gast, es0 


hy, falls x, g(x), £3(x),.--, n(x) von der Form /,(...) sind, 


Choy (x) = < 82(X) = 3(X) =: += Bn (x), 
ae ] Choy-»(g1(x))—=Ao und go(g2(x))= fow, 
Ay, sonst. 


Dann ist die charakteristische Funktion ch(x) der Beziehung, dal x iiber- 
haupt einer endlichen Folge %X),x1,...,X; zugeordnet ist (da dann 
£2(g2(x)) =A; ist): 

ch (x) mae CHo(yalatr (X); 
und damit ist auch 


os, \ g2(go(x)), falls ch(x)—fo, 
OU he ipemer a 


primitiv-rekursiv. 
Aus dem der Folge Xv, x1, x2 zugeordneten Element 


3,6 =fA(hi(h (Xo, ho), f(x, h)), fi (xX, he)) 
ergibt sich 
X2—= 21(92(x)),  X1 = 81(92(G1(X))), Xo = 91(e1(g1(X))). 
und man sieht leicht, da allgemein fiir ch(x)—/y, mit Verwendung der 
leicht als primitiv-rekursiv definierbaren Funktion 


gi (x) = gi(gi(.. -(g1))...)), 


o(y)-mal 


das Glied mit dem Index long(x)- o(y) der zu x gehdrigen Folge fiir 
0(y) < long (x) gleich 
£,(g.(gi(x))) 


ist, fiir o(y) = long (x) aber gleich 


Epi) 
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ist (man denke daran, da long (x) irgendein A, ist). Fiir ch(x)—/, kann x 
als sein einziges Glied gelten. Wird also Kong (x)=oq)(X) durch 


x, falls ch(x)=hy, 
Kerang te) +0 (x) =< &(g.(g(X)), falls ch (x)= Ay und 0(y) < long (x), 
bessrencey falls ch(x)=/» und o(y) = long (x) 


definiert, so ist damit auch die (die Rolle der in Nr. 8 betrachteten Funktion 
K(x) iibernehmende) Funktion 


oe r< \ Sere OA I 69 | falls o(y) = long (x), 
I e(x) sonst 
primitiv-rekursiv. 

Aus der Definition sieht man, dal die der Bedingung (K) entspre- 
chende Beziehung 
r ; Ky(X) =x 
immer gilt. 

(2) Wenn F nur einstellige Funktionen enthalt, dann hat ein beliebiges 
Element x von H die Form: 


x=fi(fiil...(AGi(M))).--)), 
wo f,€F fiir /=1,2,...,i und A ein Element von A) ist. Das kann un- 
mifiverstandlich auch ohne Klammern geschrieben werden, etwa die Zeichen 
in der Reihenfolge ihrer Verwendung aufgereiht: 
Kd fa J oetva Ice 
Wenn als Vorganger des Elementes x die Konstituenten von x, also 
h, hf, Afi fp, . . SAREE ae hfi...fi 
betrachtet werden, so besitzt x den einzigen unmittelbaren Vorganger 
x1!—hAf,...fi1, und alle seine echten Vorganger sind die Vorganger von x". 
So lautet hier eine primitive Rekursion : 
(hj iis + Ur) Seu, 0,), falls he Mo, 
und fiir f;E F (D 
FOR, Hh, <5 Ue) =H 87.0 th, «8.5 Ors F(X, tt, -~ 5 U,,)). 

Nun kann die angeordnete freie holomorphe Menge H umkehrbar ein- 
deutig (und sogar in einem plausiblen Sinne isomorph) auf eine andere an- 
geordnete freie holomorphe Menge abgebildet werden, indem jedem Element 


x—hf,...,f; von H die Zeichenreihe r—bfi...f; zugeordnet wird, wobei } 
die Konstante und f,,..., fi; die Funktionszeichen sind, die der Reihe tach das 


3 Acla Mathematica XII/3—4 
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Element # von Hy und die Funktionen fi,..., fi (die ja unter den Ausgangs- 
funktionen vorkommen) bezeichnen.  besteht also aus allen Zeichenreihen, 
deren erstes Glied eine Konstante und die etwaigen tibrigen Glieder solche 
Funktionszeichen sind, die Elemente von F bezeichnen. Offenbar ist  eben- 
falls eine angeordnete freie holomorphe Menge, mit der Menge o der Kon- 
stanten in der Rolle von Ho, und in der Rolle von F mit der Menge § der 
Funktionen, die jedem zu  gehdrigen Zeichenreihe r die durch Ankniipfen 
eines (ein Element von F bezeichnenden) Funktionszeichens f; entstehende 
Zeichenreihe rf; zuordnet (diese Funktion werde ich ebenfalls mit f; bezeich- 
nen, so daB § zugleich die Menge der die Elemente von F bezeichnenden 
Funktionszeichen bezeichnen kann), endlich mit dem Vorgangerbegriff, welcher 
einer zu § gehdrigen Zeichenreihe r— f;...f; die Zeichenreihen 


h, Hf, Hfife, “° Dt ction hf. -fi 


und nur diese als Vorginger (also r!=bfi...fi-1 als einzigen unmittelbaren 
Vorginger) zuordnet. Fiir jedes x € H bezeichne ich die derart zugeordnete 
Zeichenreihe, d. h. ,,Wort” (des Alphabets 


A =P y Rew hee 


wo § die zu $o gehorigen Konstanten und jf die zu § gehdrigen Funktions- 
zeichen durchlauft) als das ,,G6del-Wort” von x. 

Einer primitiven Rekursion (D) in H entspricht eine primitive Rekursion | 
in , welche formal ahnlich lautet, namlich 


Cmts 


f(b, 1, sax) Ely) =e, aoe falls hE Do, 
und fiir f: € ¥ (2) 


j 
F(t fey ty e009 Ur) = Bi (Er Urs vas Ure TE Es Utara ss Te) 


und dasselbe gilt auch fiir andere Rekursionsarten. 

Nun ist © eine Teilmenge der Wortemenge H’ mit dem Alphabet A’. 
Zu § gehdren, wie gesagt, nur diejenigen Worte von H’ (und genau dieses 
sind ,,sinnvoll” in H), welche mit einem }€o beginnen, und weiter kein’ 
Element von po enthalten. Die charakteristische Funktion sv(r) der Beziehung =: 
Ein Wort obiger Art zu sein”, d.h. ,,Sinnvoll in H zu sein” (welche deni 
Wert A, d. h. das leere Wort, oder ein bestimmtes bo € Ho, etwa die demi 
Element Ao von Ho entsprechende Konstante als Wert annimmt, je nachdems 
diese Beziehung gilt oder nicht gilt) kann wie folgt als primitiv-rekursive 
Funktion in H’ definiert werden: 


SV (\) = Ho, 
(A, sfallge deren, 


ay Ho sonst, 
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falls § € So; und fiir 7; € 3 
\A, falls sv(x)—a, 


SV (xf;) = 
( t) be sonst. 


Dann kann in H’ der primitiv-rekursiven Definition (D) in § von 
F(X, m%1,...,u,) die primitiv-rekursive Definition einer Funktion AX Uae aele) 
zugeordnet werden, welche an ,,sinnvolle”’ Stellen dieselben Werte wie 
F(X, W1,..., U-) annimmt, und an anderen Stellen den Wert °: Sei 


Je (Ms Phils 6 o.65 U,-) ane 

fiir h € Do 

( Sou, (ein), we illlSsetesen und 
[Nes i ae ES, Sv (1) =-+-—= sv (u,) = A, 

sonst, 
und fiir f:€ § 
( $i ior ny J (Xl yeni, Up), 
Ff (xfi, u1,...,,)= 5 falls sv(x)—sv(a1) =---=sv(u)) =A, 
sonst ; 


dann sieht man durch vollstandige Induktion nach der Ordnung der sinnvol- 
len Argumente x, da 


FOO Up eres Uy )y 
f(x, ti,...,4,)=4§ falls’ sv(x)=sv(m)=---=sv(u,) =A, 
sonst. 


Ahnlich findet man entsprechende Rekursionen auf der Wortemenge H’ 
zu den anderen Rekursionsarten in H. (Auf die Frage der Umkehrung komme 
‘ich auf anderer Stelle zuriick.) 

Daher beschranke ich mich in den Folgenden auf Wortemengen. 


II 


23. Von nun an soll H immer eine Wortemenge im Sinne des Beispiels 2 
in Nr. 2 bezeichnen, wobei Ho= {A} und F—{..., xa;,...} ist; die a; sind 
dabei die ,,Buchstaben’”’ eines beliebigen ,,Alphabets” A= {...,aj,...}. 

Als Vorganger eines Wortes sollen \ und sdmtliche ,,Abschnitte” des 
Wortes betrachtet werden; H soll also immer eine angeordnete freie holo- 
morphe Menge der Art des Beispiels 2” in Nr. 3 sein. Mit den dort einge- 
fiihrten Bezeichnungen sei die festgewahlte Reihenfolge der unmittelbaren 
Vorganger eines Wortes x 
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(fiir o(x) 1 gilt dann x; —<X,-=/). Statt x ist der Form x= f"(...), We 
f'¢F” kann hier ,,x ist der Form (...)ai, wo a:€ A” gesagt werden. Also 
lautet hier eine primitiv-rekursive Definition wie folgt: 


FO, th, -. 5 Ur) HEU +e u;), 
und falls x der Form x=(...)ai ist, wo a; € A, 
TK, Wages i) =e “ly tty fe cay thea (Xe Bass ty) f(a Xp eem u,)), 


oder aber 
FC Hy «oy Ur) = (ay 9 He) 
und fiir a;€ A 
T(Xay, Gi; s <5 u,) = 
= £a,(x, (xa), U1, +++) Ur f% Uy ++ ), F(-1(xa;), 1, - «+, Ur)) 5 


wie man leicht sieht, ist das auch mit der folgenden Definition aquivalent: 


F(A, th, - +) Ur) = J (Us, - ++) Ur) 
und fiir a;€ A 
f (Qi, tt, .. +, Ur) = Ba,(ts, . . «5 Ur) 
ferner fiir x#/,a:€A 
f(xai, t1,..-, Ur) = 
= Pu(X, U1, «+5 Ur, F(X, U1, «++, Ur), fC \(xa;), U1, ..-, Ur)). 
Die Funktion x-! kann hier durch folgende primitive Rekursion definiert 


werden: 
alee 
und fiir a;€ A 
(xa:)’ =x, 
wobei aber auch die Identititsfunktion /(x)—.x verwendet wird. Hier kann 
man auch diese durch eine primitive Rekursion in den urspriinglichen Aus- 
gangsfunktionen ( und xa; definieren: 


S)=A, 
F(Xa,) = xa;. 


Die Definition von ~'x lautet: 


und falls a; € A, 


—l;, == A 
und fiir a;€ A 
XK, falls “x==", 
1 \ =e 
(xa1) '(-'x)a; sonst, 
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und das ist auch eine primitive Rekursion in H (mit Benutzung einer ,,zu- 
sammengeflickten” Funktion; siehe 8. in Nr. 7). 

Mit Hilfe der Identitatsfunktion lautet die Definition der Aneinander- 
kniipfung zweier Worte xy (provisorisch mit f(x,y) bezeichnet) : 


7 TX \)==x 
und fur a;€ A 
F(x, yai) = f(x, y)ai. 


24. Betrachten wir noch einige allgemeine Definitionen aus Nr. 7, um 
zu klaren, was sich aus diesen fiir unseren Spezialfall ergibt. 

1. Ao, als ein Element aus Mo, kann hier nur ( sein. fp, als ein aus- 
gewahltes Element aus F, sei hier xa, wo a) € A. Dann ist hier 


hv \Q) =a, 
hz = aod, 
hz = Aj aoa, 
Diese sollen der kiirzeren Schreibweise halber mit a},a?,a’,... bezeichnet 


werden; a’ soll ( bedeuten. So ist hier 


== 70D) 
A i) ay * 


Hier identifizieren wir also die natiirlichen Zahlen 0,1, 2,... der Reihe nach 
mit A,a,,a2,.... Die Ordnung r eines Wortes aia2...a, wird dadurch mit 
,d,...a, =a’, identifiziert. 

la) Die charakteristische Funktion ¢(x) der Beziehung, da x eine na- 
tiirliche Zahl ist, kann folgenderweise als primitiv-rekursive Funktion definiert 


werden: 


c= 


C(x), falls a;=ao, 
fa) sonst. 


und fiir aecA 
C(xai) = 


2. x ergibt hier fiir o(y)=o(x) den Rest, der vom Wort x iibrig- 
bleibt, wenn seine letzten Buchstaben der Anzahl o(y) weggelassen werden. 
Fiir o(y)>o0(x) ist x= A. 

2a) Hier kann auch x als primitiv-rekursive Funktion definiert werden, 
worunter fiir o(y) =0(x) der Rest von x bei Weglassung der ersten Buchstaben 
der Anzahl o(y) verstanden werden soll, und , wenn o(y)>0(x) ist: 

BOO oat X. 


und fiir a;€ A sane 
~ Yi) y- edo Gen): 
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3. e(x) ist hier stets gleich », als einziger Vorganger O-ter Ordnung 
von x. Hitte man die Buchstaben von A in Hy aufgenommen, so wiirde e(x) 
den ersten Buchstaben des Wortes x bedeuten. Diese Funktion werden wir 
hier brauchen; und auch allgemeiner das aus den ersten Buchstaben der 
Anzahl o(y) von x bestehende Wort. Das soll mit e.~(x) bezeichnet werden ; 


dabei sei é,,,(x) = fiir o(y)>o0(x). Die Definition von e.~)(x) lautet (mit 
Bezugnahme auf 10. von Nr. 7): 
3a) 
Cvcy)( )= 
und fiir a,;€ A 


“xy (x), falls o(xa,)>o(y), 
Coy) (XA) = xa;, falls o(xa;))=0()), 
sonst. 


3b) Auch /,,,(x), welches fiir o(y) >o0(x) den Wert ( annimmt, und sonst 
das aus den letzten Buchstaben der Anzahl o(y) von x bestehende Wort 
bedeutet, kann durch eine primitive Rekursion definiert werden: 


Low (A) = 
und fiir a;€ A 


Ly(x)ai, falls o(xa)>o(y)>0, 


Loy (Xs) = xa;, falls o(xa;)=o(y), 
(A sonst. 


4. Dies ergibt hier die charakteristische Funktion der Beziehung, dal 
das Wort x mit einem bestimmten Buchstaben a; endet. 

Alles andere von Nr. 7 iibertragt sich wortlich auf unseren Spezialfall. 

Die charakteristische Funktion der Gleichheit xy kann auch hier 
nicht allgemein durch primitive Rekursionen und Substitutionen definiert 
werden, mufi also zu den Ausgangsfunktionen hinzugenommen werden. 

25. Hier kénnen aber auch weitere wichtige primitiv-rekursive Funktio- 
nen definiert werden. Zum Beispiel : 

(1) Definition der charakteristischen Funktion der Beziehung, dai x ein 
Abschnitt von y ist, das heifit, nach der Definition der Vorginger eines 
Wortes, dai y~<x gilt (provisorisch mit f(x, y) bezeichnet) : 


(A,, falls. yA, 
Deil.ad sonst, 


FY) 
und fiir a;€ A 


VA; falls xa==yv f(x,y) =A vVi("(a,), ») =a; 
F(edi, y) = lay sonst. 
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(2) Definition des Wortes subst (x, y, z), welches aus x entsteht, wenn 
darin vom Ende nach dem Anfang gehend jedes Vorkommen von y durch z 
ersetzt wird (wobei natiirlich subst(x, y,z)— x ist, wenn y nicht unter den 
Abschnitten von x vorkommt; und fiir y= sei subst (x, y, z) = |): 


subst V2) == 
und fiir a;€ A 


pe Tals. pia \, 
z(-’=Dsubst ( (XO), J; 2)), 


subst (xa;, y, 2) = 
\ falls e,(xXa;)@y=1(subst (-(xa,), y, z)) =y, 


 e:(xa;) subst (-'(xa,), y, 2) sonst. 


Hier kann o(y)-—-1 tiberall durch o(y') ersetzt werden; also ist die Funktion 
subst (x, y, 2) primitiv-rekursiv. 

Fiir z= bedeutet subst (x, y, z) das Wort, das aus x iibrigbleibt, wenn 
davon vom Ende nach dem Anfang gehend jedes Vorkommen von y gestri- 
chen wird. 

(3) Eine andere Art Ersetzung ist, wenn in x ein mit dem o(/)-+ 1-ten 
Buchstaben beginnender Abschnitt der Ordnung o(y) durch z ersetzt wird, 
falls er gleich y ist, und unverandert gelassen wird, wenn nicht. Das so ent- 
stehende Wort, mit ers(i, x, y, z) bezeichnet, wobei wieder ers (i, x, y, z) = / 
fiir y— sei, kann durch folgende ,,zusammengeflickte” Definition angegeben 
werden: 


\, falls y=A, 
Cori (X) Z lox) = oti) (X)s falls Ca iy(X) = YF ’ 
l sonst, 
woraus sich ers (i, x, y, 2) wegen o(x) ~-o(iy) = 0(x “”) als primitiv-rekursive 
Funktion ergibt. 
26, In wichtigen Anwendungen, z. B. in einer exakten Fassung der (in 


der Programmierung wichtige Rolle erhaltenden) algorithmischen Sprache 
,Algol”,” treten aber meistens nicht primitive Rekursionen, sondern simultane 


eis (0.x,)52) = 


7 A. J. Pertis and K. Samerson, Report on the algorithmic language ALGOL by the 
ACM Committee on Programming Languages and the GAMM Committee on Programming, 
Numerische Mathematik, 1 (1959), S. 41-60. — Zusatz bet der Korrektur (am 25. August 
1961): In der Zeitschrift Numerische Mathematik ist in 1960 ein Referat iiber die algorith- 
mische Sprache ,,Algol 60” erschienen. Ich habe bewiesen, da® die darin fiir den ersten 
Augenblick als zirkelhaft definiert erscheinenden Pridikate bei exakter Fassung primitiv- 
rekursive Beziehungen auf einer Wortemenge sind. Dariiber habe ich am I]. Ungarischen 
Mathematikerkongress (1960) einen Vortrag gehalten ; eine ausfiihrlichere Mitteilung ist im 
Erscheinen in den Publ. Math. Inst. Hung. Acad. Sct. 
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und Wertverlaufsrekursionen auf (in den letzteren werden meistens nicht nur 
Anfangsstiicke, sondern beliebige Abschnitte der Worte als Vorganger ver- 
wendet; letzten Endes war gerade das entscheidend in der Wahl unserer An- 
ordnung der Wortemenge H). Um auch diese auf primitive Rekursionen 
zuriickfiihren zu kénnen, haben wir nach Nr. 8—20 eine geeignete Abbildung 
der endlichen Elementenfolgen von H auf H zu wahlen. 

Besteht das Alphabet aus einem einzigen Buchstaben a), dann sind 
simtliche Elemente der Wortemenge: 


» 
7 Any Any 2% «3 


die wir mit den nattirlichen Zahlen 
Oki, Zest 


identifiziert haben. Hier hat jedes Wort x4 den einzigen unmittelbaren 
Vorgdanger 
xt =x == xk—T, 

So kann diese Wortemenge einfach als identisch der Menge der natiirlichen 
Zahlen betrachtet werden. Hier erhalt man die Zusammenhdnge der verschie- 
denen Rekursionsarten mit Benutzung der zahlentheoretischen Eigenschaften 
der Elemente, z. B. der eindeutigen Primfaktorenzerlegung. Auch die charak- 
teristische Funktion der Gleichheit xy kann hier bekanntlich primitiv- 
rekursiv definiert werden. Als einzige Ausgangsfunktion bleibt hier neben der 
Konstanten 0, d.h. “ die Funktion xa), das mit x-++1 identifiziert wurde. 

In den Weiteren nehme ich daher an, dali das Alphabet A wenigstens 
zwei Buchstaben a, a, enthalt; fiir die Machtigkeit von A stelle ich vorlaufig 
keine andere Bedingungen. 


27. Einer endlichen Folge 
yo € H, Vie foancce Valet 
kénnte man mit einem geeigneten ,,Trennzeichen” «@ € H das Wort 


PoaYid...€Vnra 
zuordnen; man hat aber bei der Wahl von « darauf zu achten, dafi aus 
diesem Wort die Glieder der Folge eindeutig wiederzuerkennen seien. Ich 
wahle als Trennzeichen die Worte «;, wo 
@:—=ayana, fiir bee lo anc 
ist. Genauer sei j/ die gréfte Zahl, fiir welche a’ Vorginger von mindestens 
einem Glied der Folge (yo,...,y,) ist, dann ordne ich dieser Folge das Wort 


Cr(Yo; arora Yn) = Vo j41. «Aj Vn js 
Zu. 
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So ist x dann und nur dann einer endlichen Wortefolge aus H zuge- 


ordnet, wenn es mit einem @j41 endet, und dabei weder 
ed 
ayaa” a,as" a 
noch ein 
j+1 


Gay ai, 
Vorganger von x ist, wenn nicht a;,—a;,— a, gilt. 
Ist x einer Folge (y),...,y,) zugeordnet, also der Form 


X— Po@ju1. - - Gj VnGji1, 


so wird in Abhangigkeit von x die ,,Lange” n dieser Folge durch long (x) 
und das Glied y; durch k;(x) bezeichnet. Wie man sieht, ist in diesem Fall 
k(x) fiir jede Zahl i=n ein Vorganger von x; wird es fiir andere Werte x 
und 7 als / definiert, so gilt stets 

k(x) =x, 
in Ubereinstimmung mit der Forderung (K) der Nr. 16. 


28. Ich zeige, daB long (x) und k;(x) als primitiv-rekursive Funktionen 
in H definiert werden kénnen; dann auch die Funktion p(x, y) der Nr. 10. 
Ich schicke die primitiv-rekursive Definition einiger Hilfsfunktionen voraus. 
1. Sei 6.(x) die charakteristische Funktion der Beziehung, dai x der 
Form «@, ist ({—1;2,...). Dann ist 
hias. ei (x)= a, Ch(xy— a ko) enc) =a, 


bel) = a sonst. 


2. Sei nun f(x) gleich @j,1, falls x einer endlichen Folge aus H zuge- 
ordnet ist, und mit @;,; endet; sonst sei f.(x)= *. Dann gilt 


Fal) = ty [<x & bay) KL (= y Gaal! ara” ay kx & 
& (u)(v) [uxx—(VRx> (x= ua” v—> (y(u) =a & e:(v) =41)))]]. 


Zur Definition von long(x) und k;(x) hat man vor Augen zu halten,. 
daB fiir fu(x) # 


x = ko (x) fa(x) ki (x) fa(X) « « - far) Kiong (a) (X) fa (X) 
ilt. 
4 3. Zuerst ergibt sich daraus die Definition von ko(x): 
ko(x) = uy [y <x & fa(x) Sy & (Ez) [2 <x & x= yfa(x)Z]]. 


(Fiir fa(x) = folgt daraus ko(x) = /\.) 
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4. Wird fiir f.(x) 4 vom Anfang von x dieses k)(x) und das danach 
stehende f..(x) weggelassen, so soll der Rest mit g(x) bezeichnet werden: 


g(x) = MOM La OD 5. 


(Daraus folgt g(x)=x fiir fo(x) =A.) 

5. Das hat man nun zu iterieren. Sei 

Loy (X) =x 
und fiir a;€ A 
Lowa) (x) = & (Sow (X)). 

(Ping fo(x) we vilt iminerec 7, (x)= x.) 

6. Nun kann long (x) durch 

long (x) = o(u,[yx< X & Zo(yay)(X) = d) 

definiert werden (fiir fa(x) = ergibt sich daraus long (x) = °). 

7. Endlich erhalt man 


\ ko( Zoe (X)), falls o(y) = long (x), 


Ko (X) = sonst. 


8. Zur Definition von p(x, y) der Nr. 10 hat man zu untersuchen, wie 
das der Folge (yo,..., Yn, Yn41) Zugeordnete Wort 


Cutt (Vos +++) Yny Ynt1) = Yo jz1  .. Cir Vn Gj ng G1 
aus 
X=Cn(Yoy eer Vn) UNA Y= Co(Vns1) = C(Ynst) 
gebildet werden kann. Dabei ist / die gréfte der Zahlen i, fiir welche a’, Vor- 
ganger von mindestens einem der yo,..., Yn, asi ist. So ist @41 dasjenige von 


fa(en(yo, ony Yn)) und foe(C(Mns1)), 
welches von gréferer Ordnung ist. 
9. Wird daher 


\fa(x), falls 0( f(y) =0(fe(x)), 
NOTED Te | fa(y) sonst 
gesetzt, dann gilt 

10. 


Ciong (x)+1 (Ko(X), k a vey Kiong(x)(X), ko(y)) = 
— subst (x, f(x), m(x, y)) subst (y, fe(y), m(x, 9). 


Demnach aft sich in einer Wortemenge p(x, y) — und natiirlich auch 
(x) =Xfu(x) — als primitiv-rekursive Funktion definieren, ohne neue Aus- 
gangsfunktionen heranzuziehen. 
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29. Es wurde ferner in Nr. 11 gefordert, daB bei der gewdhliten An- 
ordnung 


Ky Xin ease. 


sdmtlicher Vorganger von einem x € H der Form x —f*(...), bei festem f* € F, 
falls ¢ die kleinste Zahi ist, fiir welche x; bei einem j<s ein Vorganger, und 
zwar mit dem Index /, des i-ten unmittelbaren Vorgangers x; von x ist, dann 


Sy gy! 


von den unmittelbaren Vorgangern von x bzw. von diesen und von / primitiv- 
rekursiv abhangen sollen. Im Fall der Wortemenge sollen also s, i, / bei 
festem a; primitiv-rekursive Funktionen der Vorganger x;—=x~!, x»—=~'x von 
x=(...)a; bzw. von diesen und / sein. 

Die Vorganger eines nicht leeren Wortes x —d,d...d,, wo d,€ A fiir 
r=1,2,...,n, und zwar d, —a;, sind in der gewdhlten Reihenfolge: 


\y 


a, 
d2, Ado, 
(V) ds, dods3, da, dod, 
1 Ae Onan, 0, oP ey Gi Gan wien, 
Us Gere + 00>. . Gy) ide... ody. 


Ihre Anzahl ist 
n+ ') 
ee SAP 
die Anzahl derjenigen darunter, die d, noch nicht enthalten, also Vorganger 


von x! sind, ist +(3] Selbstverstiindlich ist auch die Anzahl der Vorganger 
yon —!x (welche ad; nicht enthalten) ebenfalls rary von diesen kommen 


elec | bereits unter den Vorgangern von x"! vor. Die Vorganger von 


-lx, welche keine Vorgainger von x! sind, stehen alle in der letzten Reihe 
von (V): 
| Gea dee 2 Usp sn dae 


Wenn x; das r-te Glied dieser Reihe ist, dann ist 


Gh 
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und unter den Vorgingern von “1x = dod;...d, hat x; den Index 


—] 
jal" S Jr 
so gilt in diesem Fall 
i=j—(n—1). 


G(Z)= (ae ik 


Daher erhalt man mit 


1, falls. -<(y)= ao =("P), 


| 
eh E falls C(y)=/ 14 (9) 5009 <1), 


und etwa “ sonst, 


{o(y), falls £0) =n &o(y) = (7, 
o(y) —-(0(2)-~1), falls Sy) =A 6 
1+ sy) = 0(y)< bth a 


und etwa ° sonst, 


A(y, zZ)= 


die nach dem Satz von Nr. 6 primitiv-rekursive Funktionen sind, 
s=o0(x)=o(x"*a,), t= t,x) == xe a), be) 


also, wie gefordert war, bei jedem aq; als primitiv-rekursive Funktionen von 


x? und ~'x, bzw. von diesen und /, ohne Hinzunahme neuer _Ausgangstunk- 
tionen. 


30. Endlich wurde in Nr. 18 noch gefordert, da falls ;(x:) der Vor- 
ganger mit dem Index » von x; ist, dann ~ eine primitiv-rekursive Funktion 
von ¢ und den unmittelbaren Vorgaéngern von x sei. 

Im Fall der Wortemenge ist 


Xie Xe 


und der Vorginger mit dem Index » von x! ist zugleich der Vorganger xX, 
mit dem Index + von x. Wir haben also jenes + zu bestimmen, fiir das 


ki(x1) = Sey 
gilt. 
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Pir fo(x1) = oder i> long (x1) ist k(x:) =, also +—O. Sonst ist 
nach 4. und 5. der Nr. 28 


xX, = dds Chou Ao,) = ko (x1) foe(X1) ki (X1) fae(X1) aie » fee(X1) Ktong cw, (1) fo (1) = 


——| Co(ey) = o(Gj(ary)) (X1) Ki (X1) Logey)) + 0 ;¢@,)) (X1), 
also 
Ki(x1) a di41di,42 cee Ons. 
wo 
i= 0(X1) = 0(i(x1)) = olxp er”) 
und 


is =o(ki(x:)) 


primitiv-rekursive Funktionen von i und x; sind. 
Man entnimmt leicht aus (V) in Nr. 29, dah 


__ fite)\,, 
=| 2 Ji 


ist, also ergibt sich mit der Funktion 
-0(Go(y)(2)) 
oz Wr) + olkoen(2))) + ofkiuan(2) 


p(Y, oes) falls fa(z) # / & f(y) = \ & 0(y) = long (2), 
. A sonst, 


die (wegen long (z) = o(long (z))) nach dem Satz der Nr. 6 primitiv-rekursiv ist, 


C= ¢ (i, x1) 
als primitiv-rekursive Funktion von i und von den unmittelbaren Vorgangern 
x, und x. von x, ohne Hinzunahme neuer Ausgangsfunktionen. 

Man zeigt ahnlicherweise, dafi auch jenes kleinste w und jenes vw, fiir 
welche k;(x;) bei j<s der Vorganger mit dem Index w von x,, ist, primitiv- 
rekursive Funktionen von i, /, x1 und x sind (bei jedem festen a, falls x 
der Form x=(...)a; ist). Dies kann man dazu verwenden, um von gewissen 
speziellen Wertverlaufsrekursionen zu zeigen, dafi sie wirklich unter die in 
Nr. 9 behandelten allgemeinen Wertverlaufsrekursion fallen; ndamlich von 
solchen, bei welchen der Wert der zu definierenden Funktion an einer Stelle x 
mit Hilfe von Werten derselben Funktion an Stellen der Form &;(x;) gegeben 
wird. 

31. Es hat sich herausgestellt, daB in einer Wortemenge nicht notwendig 
ist neue Ausgangsfunktionen aufzunehmen. Allein von ), von den Funktionen 
der Menge F und von der charakteristischen Funktion der Gleichheit x=y 
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ausgehend kénnen in jeder Wortemenge die simultanen Rekursionen, die Wert- 
verlaufsrekursionen und die eingeschachtelten Rekursionen auf primitive Re- 
kursionen, und diese auf das dem in Nr. 13 angegebenen reduzierten Form 
entsprechende Schema 


fA, y)=g4), 
und falls a; € A, 


I (X05) = Safe a) a) 2) 


nebst Substitutionen zurtickgefiihrt werden.* 


(Eingegangen am 30. September 1959.) 


* Anmerkung der Redaktion. Der SchluB der Arbeit wird aus technischen Griinden 
In unserem nachsten Heft erscheinen. 


PROJECTIVE n-SIMPLEXES IN A [2n—2] 


By 
S. R. MANDAN (Kharagpur, India) 
(Presented by G. Hajos) 


1. Introduction. Let (P) be an n-dimensional simplex in a projective 
Space p of n dimensions (n= 2), or briefly an n-simplex in an [n] p, and 
let (Q) be another in a different [n] g. If the n+1 joins of their corresponding 
vertices P;, Q; ((=0,...,n) have an [n—2] as a common transversal f, 
they are then said to be projective from t ({6]—[8]) and determine a [2n—1] 
or lie in a [2n—2], assuming that they don’t lie in a lower space. If p; is 
the [n—1] of (P) opposite P; and qg; that of (Q) opposite Q;, in either case 
then they meet in a point R;=p;-q. 

The purpose of this paper is to prove synthetically that 

(P), (Q) are projective from an [n—2], if and only if the n+1 points 
R; are collinear. 

We follow here the line of argument adopted by BAKER ([1]) and 
COXETER ([4]) to prove the Desargues’ two-triangle theorem and its con- 
verse ([{3]). In fact, for n—2, our proposition reduces to this theorem. Hence 
we too have named ([7]) it after Desargues. 

But the treatment there ([7]) and for a particular case ((5]) of projective 
tetrahedra (n = 3) in a [4] is analytic. The synthetic proof of the proposition, 
as based on the axioms and the corresponding proposftions of incidence in 
[2n—1] or on the Desargues’ theorem in a plane and the axioms of [2n—2] 
only for n>2, has its own interest and thus deserves a special study. 

The knowledge of the axioms of incidence in an [m] for all integral 
values of m is assumed. 


2. (P), (Q) in a [2n—1]. a) When (P), (Q) are in a [2n—1], the 
proposition is just an obvious one of incidence alone bordering almost on 
triviality like the Desargues’ theorem in a solid ([3]). For, in a [2n—1], if 
(P), (Q) are projective from an [n—2], they are just projections of each other 
from the [n—2] in their respective [n]’s, thus justifying their adjective pro- 
jective, such that the n+1 points R; lie in the line r—p-qg common to 
their 2 [n]’s p, q. ; 

b) Conversely, if p:,g; meet in a point R;, the n+1 [2n—2]’s pigi 
meet in an [n—2], say ¢, lying in the [;—1] common to n of them through. 
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a particular join P;Q; which then meets ¢. Thus all the n+ 1 joins P;Q; are 
met by ¢ showing (P), (Q) to be projective from ¢. 


3. (P), (Q) in a [2n—2]. a) Let (P), (Q) lie in a [2n—2] e and pro- 
jective from an [n—2] f; let A and B be 2 points on a line, meeting ¢, 
outside e; further let p,,—p;-p; be the [n—2] of (P) opposite P;P; and 
similarly gi;—=q.-q;. A, pi;,t then determine a [2n—2] which contains B, gi 
too. Therefore the 2 [n—1]’s Ap;;, Bgi; meet in a point Rj. 

Again AB, e determine a (2n—1] f, and the 2 [n]’s Api, Bq., lying 
therein, meet in a line 7; which then contains the 2 points Ry; (¢-/) and 
the (n+ 1) point R;—p;-q: too. The n+1 lines r; lie in a plane g, for 
every two of them meet in a point like Ry. The 2 [n+1]’s Ap, Bq, lying 
in f, meet in a solid which then contains g as well as the plane h=p-q 
common to the 2 [n]’s p,q of (P), (Q) lying in e. Thus the n+1 points 
R,, lying in g and A both, lie on their common line r=g-h. 

b) Conversely, suppose that the n+-1 points R; lie in a line r which 
lies in the plane fA, and let ¢ be the definite [2—2] transversal of the n 
joins P;Q; (i /) of general position in e ({1], p. 39, ex. 7). Then we have 
to prove that ¢ meets P;Q; too. 

Let g be a plane meeting e in r; let r; be a line in g, through every 
R;; the n-+-1 [n]’s rip;, lying in the [2+-1] gp, meet in a point A, and the 
n+ 1 [n]’s r:g; similarly meet in B. 

Now following BAKER ({1], p. 8), it follows from what precedes that 
AB meets t. For, (Ap;) is an n-simplex formed of A and the n vertices of 
(P) in p;, and (Bq,) is another formed similarly, both lying in the [22—1] 
f=ge; their corresponding [;—1]’s meet on the line 7; common to their 
[n]’s Ap,;, Bg;, and tlferefore, by § 2b), they are projective from an [2 —2] which 
is no other than ¢ Similarly now are projective the 2 n-simplexes (Ap)), 
(Bq;) (tJ), similarly formed, from the same [n—2], viz., f Thus ¢ meets 
the join of their corresponding vertices P;, Q;. 

4. Alternative proof of the preceding proposition. But to prove 
the theorem in a [2n—2] e (n>2), we may not like to peep out of this 
space into a [2n—1] and beg for help there, as if the axioms of e are not 
enough for our purpose. To justify our preference for an approach indepen- 
dent of an outside space we may proceed as follows: 

a) Let (P), (Q) be as in § 3a). R:=pj;-qi is seen to be the point of 
intersection (h-p;):(A-q;) of the 2 lines, in the plane A, where it meets pi, qi. 
The 3 points R;,R;,R, are collinear, if and only if the 2 trilaterals 
u=(h-p)(h-pj)(h: p,), v=(h-qi(A-g;)(h- qx) are Desargues trilaterals. To 
prove that they are we may observe that the 3 joins of their corresponding 
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vertices concur at the point of intersection of A with the [2n—4] c deter- 
mined by the [n—2] ¢ and the [n—3] Dijk = Pig Pk OF Aix —=Qij-Qu. For, the 
join of the vertex (h-p;)-(h-p;) =h- pi =h- pix P, of u to the corresponding 
vertex A+ QijxQk of v is the line of intersection of A with the [2n—3] Pic Q,, 
and similarly behave the other 2 joins meeting c in the same point. 

Thus any 3 of the n+1 points R; and therefore all are collinear. 

b) Conversely, let the n-+1 points R; lie in a line r and let ¢ be as in 
§3b). Following the argument and notation of the preceding section, 
we find that the 3 [2n—3]’s pyqij, Pix Qjx, PriQri Have a [2n—4] c in com- 
mon, through the [2n—5] pijxqix, meeting therefore the 3 joins P;Q;, P;Q,, 
P,Q. Thus c=tp;, and there are te 
the join P;Q;, one for each pair of values of /,& other than i. Hence P;Q; 
meets f, for the said spaces evidently just happen to have ¢ in common and 
no other point. 


such spaces, through f, all meeting 


: 5. Applications. a) We have seen in [8] that: /f n—1 consecutive 
dges of the (n+-1)-gon formed of n+-1 vertices of a simplex S in a [2n—2] 
e “conjugate” for a quadric Q therein to their respectively opposite [n—2’ s, 
heir n-simplex is projective to the corresponding one of the polar simplex S’ 
ti S for Q from an [n—2] through the polar [n—3] of their [n] for Q. 

DEFINITION. A line / is said to be conjugate to an [n—2] m for Q, if 
he polar [n—1] m’ of m for Q meets / in a point which therefore is the 
ole, for Q, of the hyperplane determined then by m and the polar (2n—4] 
moi / for Q. 

When n==3, this proposition is used ([8]) to construct a self-conjugate 
eptad (h) of points for Q in a [4] such that the plane containing any 3 of 
hem is conjugate for Q to the solid containing the other four. 

In fact, it is the construction of this (h) that led to the theory of pro- 
ective tetrahedra ((6]) from a line and, consequently, to that of projective 
-simplexes from an [n—2] in a [2n—2]. 

b) The pair of n-simplexes (P), (Q), projective from an [n—2] tf, gives 
ise to 2”—1 more such pairs obviously projective from the same [n—2] t¢. 
or, there are 2 choices for every point, P; or Q;, to belong to an n-sim- 
lex of a pair independent of each other. For example, n+ 1 pairs are of the 


pe Qo Pi... Pn; Pais Ooi | Pairee Ole thes! type? (CQ, Qi Fae; 


eP,Q,...Q,, and so on. 
If R; (§1) is called the arguesian point ({7]) and their line r as the 


rguesian line of (P), (Q), we find that: There are, in all, 2” arguesian lines, 


4 Acta Mathematica XII/3—4 
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one for each pair of projective n-simplexes, and 2"(n+1) arguesian points, 
n-+-1 on each line and each common to 2 lines, such that every line meets 
n-+1 other lines, skew to each other. 

It is further shown in [7] that: The arguesian points distribute into 
n-+1 groups of 2" each such that the points of a group form the vertices 
of a dual of an (n—1)-dimensional S-configuration ([5}) whose diagonal 
(n—1)-simplex forms a prime face of the n-simplex with vertices at the n+-1 
points which are the harmonic conjugates of the n+1 points of intersection 
of the transversal [r—2] t with the n+1 joins P;Q; w.r.t. Pi, Qi, respec- 
tively. 

When n=3, the 8 arguesian lines lie on a quadric, and when n=4, 
the 16 arguesian lines form the general 165 figure on the Segre quartic 
surface ({2], pp. 166—172). For these cases of evident interest, we may refer 
further to [6] and [7], respectively. 

c) We may introduce a pair of (n-+-1)-simplexes projective from an 
[22] fin -as[2n— 2)" [2-1] cor [2n] such that ¢ meets all the n+ 2 joins 
of their corresponding vertices. They give rise to n+ 2 arguesian lines, one 
for each pair of their corresponding n-simplexes, which then evidently lie in 
a plane, referred to as their arguesian plane. In the [2n], it is obviously a 
proposition of incidence alone. 

Again one such pair gives rise to 2"*'__] more pairs projective from f. 
Thus: There arise 2"*' arguesian planes, one for each pair, and 2"(n+2) 
arguesian lines, n-+-2 in each plane and each common to 2 planes which 
then lie in a solid such that there are 2"(n-+-2) such solids, each containing 
2n-+3 lines. There are 2" °(n-+-2)(n+1) arguesian points, (n+-1) in each 
solid, each lying on 4 lines and 4 planes which lie in a [4], for n>3, such 
that there are 2" “(n-++-2)(n+1) such [4]’s in all, each containing 4 solids, 
4 planes, 4(n+-1) lines and 2n’+-2n-+-1 points. 

For further details of this interesting configuration, when n—3, we 
refer to [6] and for n>3 to [7]. 

d) Similarly we may consider, in general, a pair of (n-+m)-simplexes 
(m>n—1) projective from an [n—2] ¢ in a [2n—2],..., or [2n+m—1] 
such that f meets all the n-+-m-+-1 joins of their corresponding vertices. 
A? i arguesian lines and fanaa) 


They give rise to arguesian 


points, n-++-1 on each line, all lying in an [m-+1], called their arguesian 
[m+ 1]. Obviously, it is a proposition of incidence in the [2n+m—}]. 

One such pair gives rise to 2"'” 
thus there arise 2””” 


—1 more pairs projective from f, and 
arguesian [m-+1]’s in all. Given m, we can build up 
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the complete picture of the configuration of arguesian points, lines, planes, 
.., and [m-+ 1]’s. 

Thanks are due to Prof. B. R. SETH for his generous, kind and con- 
stant encouragement in my pure pursuits. 
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ON A CONSISTENCY THEOREM CONNECTED 
WITH THE GENERALIZED CONTINUUM PROBLEM! 


By 
A. HAJNAL (Budapest) 
(Presented by L. KatmAr) 


§ 1. Introduction. (Summary, notations) 


It is known that GODEL [1] has proved the consistency of the generalized 
continuum hypothesis («)(2*¢—=.::) with the axiom system 3*2 Presum- 
ably the generalized continuum hypothesis is independent of the axiom 
system 2", however, the consistency of the negation of this hypothesis with 
>" has not yet been proved. 

Moreover, presumably each of the particular cases 2%» —;, 2%: No,... 
woe) 2°? = Noit,..-,2°*—Naii,... is independent of the axiom system >”. 
However, for a given ordinal 2 the question of independence of the statement 
28 —):; has a precise meaning only in the case when the ordinal number 
4 can be defined by means of the notions of the set theory, i. e. if it is 
a particular class which is at the same time an ordinal number as, for 

example, 0,1 or wm (or +1 or om). Let 4,N,... denote such particular 
ordinal numbers. 

Now, since no theorem of the set theory is known which would allow 
to infer from the assumption 2*“—\,,;; for certain ordinals « the equality 
284 —4:; for a / different from these u, we can formulate the conjecture 
that the equality 2*4—.W,:; cannot be proved for any 4 from the axioms 
of 5" even if we assume that QRH — Nuss is fulfilled for every « different 
from J. 

It is obvious that until the independence of the generalized continuum 
hypothesis is proved, the question whether an equality of the form 24 
—=WNaii1 can be proved from the axioms of * and certain additional as- 
sumptions may be investigated only if we assume that it cannot be proved 


from the axioms of * alone. 
So we hope that some interest may be attached to theorems which 


1 This paper contains the detailed proofs of the results of the author’s dissertation 
submitted in fulfilment of the requirements for the degree of Candidate of Mathematical 
Sciences. A preliminary report containing these results has been published in the Zeit- 
schrift f. Math. Logik und Grundlagen d. Math., 2 (1956), pp. 131—136. 

2 For the axiom system 2* see in [I]. 
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investigate the connections — or more precisely the absence of connections — 
of these special cases assuming the independence of some special equalities. 

The assumption that the equality 2°4—W.4:1 cannot be proved from 
the axioms of * can be stated in the form that there exists a particular 
ordinal number NO (e.g. N—1), such that the assumption 284 = Nainit 
is consistent with the axioms of >”. 

The main result of our paper, Theorem 2, asserts that if for a certain 
kind of particular ordinal numbers 4, N_ the inequality 284 > Niaencs ig 
consistent with the axioms of ”*, then the same is true for the equality 
284 — Na;nii even if we assume 2%*—W,;, for every w= AN. 

Choosing specially N= 1, Theorem 2 yields the following: If 2°4—=Nait 
cannot be proved from the axioms of *, then it cannot be proved even if 
we assume 28"—W,31 for every w greater than 4. This is a partial solution 
of the formerly stated problem. For other values of the parameter N Theorem 2 
has other interesting corollaries. We remark that the independence of the propo- 
sition 2°4—4:1 of the hypothesis that for every « less than 4 2%"—W,:1, 
seems to be a more difficult problem which we cannot solve. 

Before stating Theorem 2 in a precise form (viz. specifying the suitable 
kind of the particular ordinal numbers 4,N for which we shall prove the 
theorem), we shall indicate the way leading to the proof, especially the inter- 
mediate theorems. 

In what follows we shall use the notations and concepts introduced in {1} 
as well as the theorems proved there.’ (Note that the letters C,F,R,S also 
occur as variables in § 2 and § 3 in our paper too.) In addition, in the 
definition of some metaconcepts as well as in the formulation of some meta- 
theorems we shall use the symbol + @ to signify that the formula gy of the 
axiom system * is a theorem in this axiom system. 

For the sake of brevity for any particular ordinal numbers .4,N_ the 
formulas 2°4=>Nqjyir and 2°4—Nainii-(w)(44NSu > 2°" —,.:1) will be 
called axioms Fay and F%\y, respectively.‘ 

The proof of Theorem 2 consists in giving an inner model in the axiom 
system 2”, Fay for the axiom system »*, F4 jy. 


* For the logical notions we also use the symbols —,>, V; » (x), Gx), Glx) bum 
for the use of the parantheses in the formulas we shall make use of the following conven- 
tion. We shall say that “=” ranks ahead of “DS”, and rank our operators in the order 


in which we have listed them above. 
eh ‘ The operation X+Y appearing in the formulas is not defined in [1]. However, 
it is a straightforward generalization of the operation X+1 defined in [1], associating to 


any two ordinals a, B their sum aif in the usual sense. For the definition of Xi Y see 
2.1.4, p. 328. 


» For the concept of inner model see [2], p. 165. 
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In order to define this model and to prove the properties of it from 
the axioms of 5*, Fay, it is necessary to develop the abstract set theory, 
more detailed from the axioms of set theory as it is donein Chapters II—IV 
of [1]. We are going to do it in § 2. If a theorem is stated without further 
specifications, this means that it follows from the axioms of  . If the axiom 
E is needed for a theorem or a definition, its number is marked by *, just 
like in [1]. 

In the method of the proofs we also follow [1]. In connection with this 
we cite the following part of the introduction of [1]: 

“Although the definitions and theorems are mostly stated in logistic 
symbols, the theory developed is not to be considered as a formal system 
but as an axiomatic theory in which the meaning and the properties of the 
logical symbols are presupposed to be known. However, to everyone familiar 
with mathematical logic it will be clear that the proofs could be formalized, 
using only the rules of HILBERT’s ‘“Engeren Funktionenkalkul’. In several 
places, we are concerned with metamathematical considerations about the 
notions and propositions of the system *. However, the only purpose of 
these metamathematical considerations is to show how the proofs of theorems 
of a certain kind can be accomplished by a general method.” 

We have to remark here that Theorem 2 and its corollaries are, as 
a matter of course, not theorems of set theory but they are also metamathe- 
matical theorems about set theory in a somewhat more general sense as 
metatheorems mentioned above. In the supplementary part of our paper in 
§ 6 we shall prove theorems of similar character, and so in § 6 metatheorem, 
metaconcept are used in this more general sense. Anyway we wish to note 
that after the complete formalisation of the axiom system all these theorems 
proved in this paper might be considered as arithmetical ones of constructive 
nature. 

By the model determined by the class M we understand the inner model, 
the fundamental notions of which are defined by the formulas 


Cleu(X)=XEM(u) (ue MD X.u € M), 
Maur (X)=xX € M, 
X Ey Y= Mu (X). Cl8u(VY).X € Y. 
The model determined by the class M will be denoted by 4m. 
We say that a class M is almost universal,’ if for any of its subsets uw 
it contains an element » such that u&v. 


6 The universal class (and by Axiom D only this class) has the property of contain- 
ing any of its subsets as element. Hence the expression “almost universal” for the above 


property. 
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In § 3 we shall give a sketch of the proof of the following 

Lemma." /f the class M is complete, closed with respect to the fundamental 
operations and almost universal, then the model determined by the class M 
satisfies the axiom system &. 

Using this lemma we can prove the following 

THEOREM 1*.8 For any pair 4,” of ordinals, if 28:>,:,, then there 
exists a complete and almost universal class M_ such that du satisfies the 
axiom system S* and, in addition, the following formulas are fulfilled: 


(1) c=) SNe Sa, 
(2) (o%a*), Na/ A ae V os il 

2 sae 
(3) A4+Vv¥SuD id ee Natu. 


If the particular ordinal number 4 is absolute with respect to every 
model determined by a complete and almost universal class M satisfying the 
axioms of »* for which («)(¢= 441>Ni‘¢ = N‘q) is fulfilled, then we call 
A an absolutely definable (particular) ordinal number in the weaker sense 
(see Definition 5. 4 on p. 365) it can be proved e. g. that 0,1, 2,..., m,...,@, 
O+1,...,0+40,.:., M1,...,@o,,... are absolutely definable ordinal numbers. 

If .4,N are absolutely definable ordinal numbers satisfying axiom Fyz,n, 
then by Theorem 1 there exists a class M such that and N are absolute 
with respect to 4, by (1), and this model satisfies beyond the axiom system 
>* axiom F%.y as well, for the absoluteness of .4 and N and of the other 
concepts, occurring without the subscript M, implies that the conjunction 
of (2) and (3) is just the relativized of F4,\ with respect to the model y,.’ 
Hence we get Theorem 2 in the following precise form: 


THEOREM 2. Jf A and N are absolutely definable ordinal numbers and 
the axiom system *,Fa4,y is consistent, then the same is true for the axiom 
system 2", Fin. 


* The lemma in a somewhat weaker form is stated without proof in [3]. The concept 
of the model determined by a class, as well as the lemma, are, respectively, immediate 
generalizations of the model A determined by the class L (the class of the constructible 
sets) and of the theorem, proved in [1], that the model A satisfies the axiom system 2. 
The lemma is a theorem formalizable and provable in the axiom system >". 

* For Theorem 1 see § 4. Theorem 1 is also a formalizable and provable one in the 
axiom system 2*. The subscript M, as usual, indicates the relativization of the correspond- 
ing concept to An. 

® This sketch of the proof does not show quite clearly the constructive character 
of Theorem 2 because of the expression “there exists a class M” taking place in it, but 
this might be obvious by the proof given in § 5, p. 366. 
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. The most essential and, of course, most extensive part of the proof of 
our result is the proof of Theorem 1. This will be given in § 4." 

In § 5 we shall give the proof of Theorem 2 and of the corollaries. 
As to the corollaries of Theorem 2 see pp. 366—368. Here we mention only 
K; which seems to be the most interesting from set-theoretical point of view 
and which asserts that from any disproof of the so-called Lusin hypothesis 
28) — 2*: one can construct a proof of the continuum hypothesis 2%» —\;. 

Finally, in § 6 we deal with the range of the absolutely definable parti- 
cular ordinal numbers, i.e. the range of the validity of our results. We shall 
prove that for the notion of Church—Kleene’s recursive ordinal number a cor- 
responding metaconcept for the axiom system * can be defined, and that 
every particular ordinal number in the range of this metaconcept is absolutely 
definable.” 

Moreover, we prove the more general theorem that every particular 
‘ordinal number which can be defined by a formula of the model J is 
absolutely definable.” The construction of non-denumerable absolutely defin- 
able ordinal numbers is made possible by a theorem which asserts that the 
particular ordinal number wa is absolutely definable if the same is true for _/. 


§ 2. Preliminary results 

2.1. In this section we prove some simple theorems of  S (or of 3", 
respectively) and we give the definition of some set-theoretical concepts not 
defined in [1]. 

We may remark that if after the definition of a concept nothing is said 
about its normality, it is normal and its normality will be proved by the 
method explained on p. 13 of [1] in the index to be found at the end of 
our paper. 

In what follows we shall often refer to the following simple theorems 
‘not stated explicitly in [1]: 
: 2.1.1. ué€ BOXSQGv) (ve X.<uv> € B). 

eile 2. §c(A) D (u € A“ Y=(Qv)(v ‘< Y.u= A‘v)). 

The first one is a direct consequence of the definition [1], 4.52, while 
the second follows from this by [1], 4.61, 4. 63, 4. 65. 


10 In the first part of § 4 we are going to give a detailed description of the ideas 
“used in the proof and point out where the proof runs parallel to the proof of [1] of G6per 
and where we need an essentially new idea for carrying out the proof. 

ieee Ores 

mySee Gy 1 
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In [1], 7.5 the following theorem is proved concerning the definition 
by means of transfinite induction: 
(G) (A!F) (FXn On. (a) (Fle = GF fe@))). 


It follows that if the class G depends on the parameters Xi,..., Xn, 
i.e. @(X,..., X,) is a given operation, there exists an operation ¥(X, ..., Xn) 
such that 


(1) $(X1, ..., Xn) Fn On.(a) (F(X1, ..., Xn) =G (Xi, ..., Xn) (F(X, -- -» Xn) h@)) 
for every Xi1,..., Xn. 
The following metatheorem is needed: 


M,. Jf the operation ©(Xi,...,Xn) is normal, there exists a normal 
operation §(X1,..., Xn) defined by the formula (1). 


Proor. By M, [1] there exists a uniquely determined class A’ such that 
(2) f¢ K=(48) (f¥n8.(@) (e € SI fla = G(X, ..., XCF fe@))) 


for every X,,..., X,. Therefore an operation &(Xi,..., X,) is defined by (2) 
and the normality of @(X%,...,X,) implies that N(M%4,...,X,) is normal. 
It is proved in [1], 7.5 that if the class K’™ satisfies (2), then F=S(K) 
satisfies the formula 


F§n On.(a)(F'e = ©(X1, ..., Xn)\(F f@)). 
Hence the operation §(Xi,..., X,) = S(R(M, ..., X,))_ satisfies the formula 
(1), and &(X%,..., X,) beeing normal, it is normal. 
Concerning the inductive definition of functions over the set of integers 
the following theorem is proved in [1], 8. 45: 
(a) (G) (A!F) (F Xn am. FO = a.(k) (FoR + 1 = GYF‘R))). 
Analogously to M; we need a corresponding theorem for normal operations. 


Ms. Let U(Xi,...,X») and &(Y, Z,Xi,...,Xn) be normal operations. 
Suppose that M(U(Xi, ..., Xn) and M(G(y, 2, Xi, ..., Xn). Then a normal 
operation <(Xi,...,X,) can be defined by the following formulas : 


¥(Xi, ..., Xn) Fn, 
(3) (Ai, 5.<; An) Os MAD nae els 
(Mi, ..., Xn) K+ 1 = GK, F(X, «.., Xn), Xi, «00, Xn): 
PRooF. First we define an operation \(Xi,..., X,) by the stipulations 
G(X, ..., Xn) Fn V, 


4 
(4) Gi(Xi, «..) Xn)(O= A(X, «2, Xe). 
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If there exists a k such that D(x)—k+1, then Gi(Xi, ..., Xn)’ x= 
= &(k, xk, X1,...,Xn), and G1(X1,..., X,)’x—=0 in the other cases. 
It is easy to verify that the assumptions of Mg imply the existence and 


the normality of Gi(X%4,...,X,). By M, there exists a normal operation 
m1(X, see Xn) such that 


(5) y1(X, tery Xn) yn On, 
e1(X1, evey Xn) a —— Oi(X, eeey Xn) (F1(X, eeey Aa) ta). 


It follows from (4) and (5) that 3:(Xi,...,X,) satisfies the second and the 
third formulas in (3). Put $§(Xi,..., Xn)=%1(X1,..., Xn)f{@. Then $ is 
normal and satisfies the formulas (3). Using once more the normality of 
the operations 2{ and one can prove by induction on & that if the formulas 
(3) are fulfilled by F; and Fy instead of §(Xi,...,X,), then Fiok = Folk for 
every k, hence Fi—F» by [I], 4.67. It follows that the normal operation 
o(Xi, .-., Xn) constructed above is defined by the formulas (3). 

Now we are going to define the operation X+Y mentioned in the 
Introduction.” 


First we define an operation X(X) as follows: 

va Mics F DEF. N(X) Fn On.(O(X) D (G8) (MN(X) B= X+ N(X))). 
(~O(X) > (3(N(X)'F = 0)). 

We have to prove the existence of 2(X). Let us construct 2(X). 
The operation ©(X) is defined as follows: 


(S(X) Hn V. 
0) (D(X) > (y)(G(X) ‘y= X + WO). 
(~ D(X) 3 (y) (G(X) ‘9 = 9)). 


If X is an ordinal number, then it is a set, therefore in this case X-+ W(y) 
is a set, too, by [1], 5.13, 5.16. Thus to every class X there exists exactly 
one class @(X) satisfying the formula (0) by M, [1], and it is easy to verify 
that the operation G(X) defined by the formula (0) is normal." 


18 We have to remark that, as to the simplicity of the problem in question, the 
following discussion seems to be rather complicated. The reason for this is that the axio- 
matical theory of the “operations” of ordinal numbers is not elaborated, consequently there 
are no general methods to our disposal. . 

14 All the concepts appearing in (0) are normal. But the definition of G(X ) has 
to have the form u€ @(X)=y(u, X) where y is normal. But this modification may be 
carried out without difficulties. 
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Now by M, there exists a normal operation 2i(X) satisfying the formula 
(00) NX) Fn On.(8) N(X)(8 = G(X) (NCX) £2). 


This operation Xt(X) satisfies the definition 2.1.3 for every X. In fact, 
N(X)Fn On for every X, if X is an ordinal number, then N(X)°@=X-+ 
+ WW (NX) f 2) = X+ NX) 6, if X is not an ordinal number, then N(X) 6B = 
—= 6 (X)(N(X)t2) =O by (0) and (00). On the other hand, from [1], 7.5 
it follows that for every class X there exists only one class Y which satis- 
fies the definition 2.1.3 (with Y instead of i(X)), and therefore the operation 
N(X) constructed above is defined by 2.1.3 and it is normal. 

We define the operation X+ Y.” 

2.1.4. DEF. (D(X).D(Y)>X4 V=NR(X)‘V).(~(O(X).O(Y)) 3X4 Y= 
=X-+ {X}). 

2.1.5. u€a+Psucay (3S) §E<@.c4+§—n). 

PROOF. c+2@=—Y(a@)‘? by 2.1.4 and N(e)§s—a€+N(e@)“s by 2.1.32 
Hence wé€a+seuéea/ucen(a)“s But, MN(@) beeing a function, 
ue N(a)“s= (Av) (v € 2.N(@)‘v—=u) by 2.1.2. Taking into account that all 
the elements of # are the ordinal numbers € less than 9, 2.1.5 is proved. 

2.1.5 is the usual inductive definition of the ‘sum of two ordinal 
numbers” in the non-axiomatic set theory. The following properties of the 
operation X+Y are to be deduced from 2.1.5 without difficulties: 

2.1.6. D(@+$); c+ 0—a; @+(641)=—(e+/)41; 

a<@=(46)(§#0.c+§ =). 

The proofs are left to the reader. 

The following corollaries of [1], 7.62 are needed: 

2.1.7. AWeR.Ord(X).Ord(VY).G Jsomte,e(A, X).H some, x(A, Y)D X= 
=Y.G=H, i. e. a well-ordered class can be isomorphic to at most one 
ordinal. 


PE Nee, INE IA OK, G Sump. n(A, B):H Ssome, n(A, B) =) G =='F7. 
As it is mentioned in [1], p. 6, axiom E is a very strong form of the 


axiom of choice. One can prove from axiom E that the whole universe of 
sets can be well-ordered. 


2.1.9.* (JW) (V We W). 


, 


The operation X4Y_ is the generalization of the operation X4i1 defined in 
[1], 7.4. The extension of the operation a4 for arbitrary classes X,Y is to be executed 


in such a way that for every X and for Y—1 the operation XY shall be equal to the 
Operation X + 1. 
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We shall make use of this theorem in the proof of the Lemma. How- 
ever, we believe that it is not necessary to give here a detailed proof of it, 
we shall only give a sketch of proving it. 

Using axiom D one can define in ¥ a function Ra which associates 
to every set x an ordinal number, called the rank of the set x, in such 
a manner that Ra‘x—O and every set x of the rank « is a subset of the 
class containing the sets of rank less than @ as elements. Moreover, one can 
prove that for any « the class of the sets x of rank « is a set. Let 1, 
denote this set. According to the well-ordering theorem proved in [1], 7.71, 
each of the sets va has a well-ordering and it is easy to see that the class 
of all well-orderings of a set is a set. Using once more axiom E one can 
define a function which associates to every set v« one of its well-orderings 
Wa. Now the well-ordering W of V may be defined as follows: 


x Wy = Ra‘x< Ra‘y y Ra‘x = Ra‘y.xwey. 


It is obvious that V is well-ordered by W. We remark that every proper 
W-section of V is a set, and therefore V is isomorphic to On with respect 
to W and E by [I], 7.7. 1. 


ee Saal = n24 (40)(0<o31.m CO), 1. €. to every subset 
m Of @aii, if m is of power less than ma:;, there exists a 0<Ma:i such 
that all the elements of m are less than 0. 


Proor. Put d—G(m)+1. mco by [Il], 4.451. If yém, then 
Y¥<@ai1, and therefore y<@a;1 by [1], 8.26. It follows — applying [1], 8.64 


with / instead of F — that S(m)<q@«a;1, hence 0<@a«:; by [1], 8.63. But then 
O<Wai1, SiNC€e Mei1=0 would imply @ai1=0 by [I], 8. 28. 


2.1.11. DeF. We introduce the symbols Glvs2(A, R) and Closs(A, R) 
to denote that A is closed with respect to R as diadic relation and A is 
closed with respect to R as triadic relation, respectively.” 


2.1.12. Gf08,(A, R).Clos,(B, R) > Clos, (A.B, R) for n= 2,3. 


Proor. R“A"' cA and R“B"' cB by the assumption. (A.B)" uae 
(A.B)"'cB"", and therefore R“(A.B)"'SROA* CA, RW&A.B)" S 
<¢R“B"'<B by the monotony property of the operation X“Y stated in 
[1], 4.86. . 
In [1], 8.72 the concept of the closure of a class * with respect to 
R,,...,R; and with respect to Si,...,S; as triadic relations is introduced. 

Let [X]i,...x9(s,...s) Genote the closure of x. 


16 The definition of such a function Ra in X is elaborated in details in [2]. 
17 For the definition of this concepts see [1], 8.7 and 8.71. 
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2.1.13," Der. For every’ X, Ri.) Ri, Si,-6, 53; (X)a@ gues) ae 
equal to the uniquely determined class Y satisfying the formulas 
M(X). Un(Ri). ... Un(R,).Un (Si). ... -Wn(S)). Clos2(V. Ri). ... .Clos2(V. Ri). 
.Gl083(¥, Si). ... .Clos3(Y, S)).(Z) (X S Z. Clvs2(Z, Ri). .... Close(Z, Ri). 
.Glv83(Z, B,).....Gl083(Z, S)) > YSZ) v ~(M(X). Un(Ri). ... « 
Un(R,).Un(S1) ... Un(S;)). Y= V. 
The existence of the operation [X] x,,... x) <s,,..,s) 18 assured by [1], 8.73 


and its normality may be seen from the inductive definition of the closure 
of a set given there, referring to metatheorem Mg. 


2.1.14.* Der. 2*= 8(X). 

22115, OREN Dee eS ee 

By [1], 8.32 

2.1,16° X*=po2 —2", 

Proor. If xy, then x~y by [1], 8.25. Let A be a function such 
that Un(h), D(A) =x and W(hA)—y. By M, [1] there exists a function H 
defined on $8(x) such that H‘u—=h“u for every uw € Y8(x). It is obvious that 
Un(H), D(H)—= P(x) and W(H)—B(y). Consequently W(x) = B(y). 

DANI? XS o2 eo 

Proor. 2°—2° and 2’—2" by 2.1.16. But ¥=<j implies that ¥cj, 
and therefore 8(x)SP(y), hence 2°=2" by [I], 8. 28. 


2.2. We have already defined the model determined by the class M in 
the Introduction. Let us consider here this concept more detailed. The notions 
Cl3(X), Mtw(X), X Gar Y depend on the class M. We introduce the symbols 
Cis(X, M), W(X, M), ©(X, Y, M) to denote them. 

2.2.1. DEF. Gis(X,M)=XEM.(u) (ue MDu.X EM). 


GIs(X,M) is denoted briefly by Glsx(X), and if @ls(X, M) holds, 
then X is said to be an M-class. 


2.2.2. Der. Mt(X,M)=X€M. 


Wi(X, M) is denoted briefly by Wtw(X), and if Mty(X) holds, then X 
is said to be an M-set. 


2.2.3. Der. G(X, ¥,M)=M(X, M), Gls(Y, M).X€ Y. 


©(X, Y,M) is denoted briefly by X€aY, and if X€Y holds, X is 
said to be an M-element of Y. 


The relativized and the absoluteness of a concept is defined only with 
respect to the model J in [1]. 


ON A CONSISTENCY THEOREM 331 


The definition of the relativization and of the absoluteness is given for 
inner models generally e. g. in [2]. However, it is obvious that some general 
remarks about relativization and absoluteness announced in [1] (for example 
[1], 10.18) may be used for the relativization and absoluteness with respect 
to every inner model. 

If the relativized of a particular class A, operation %, notion %, variable 
I exists with respect to the model 4y, we denote it by Ay, %yv, Bx, Uv, 
respectively. If there is no possibility of misunderstanding, the relativized of 
the class and set variables X, Y,...,x,y,... will be denoted by X,Y....,X,j,... 
instead of Xu, Yu,..., Xs, Yu,---, respectively. 

It is obvious that 4y is nota set-theoretical concept, and so, for example, 
the statement “there exists a model 4y such that in the model 4, all the 
axioms of 2° hold” can not be formalized in our system. However, the 
property of the class M that the axioms of S or of S* hold in the model 
determined by the class M is easy to formalize satisfactory. 

Let us write all the axioms of >” in a form not containing free variables 
and concepts other than Gls(X), Wi(X) and X€M. The relativized of this 
form of the axioms always exists (i.e. we may write in this formulas 
G16(X, M), W(X, M), E(X, Y, M) instead of Gls(X), Di(X), X € Y, respectively) 
and each of these formulas contains at most the free variable M. Let us 
denote the conjunction of the relativized axioms of & and &* by %(M) 
and Y3(M), respectively.” Yo(M) and ¥5(M) formalize that the axioms of 
2 or * hold in 4y. 

, From general logical considerations follows 

; M,. If Zo(M) (or Y5(M)) and the formula y of S (or of 2”) is 
provable in (in >”), then g holds in the model (i.e. if g is provable 
e.g. in 5, then (M)(¥,(M)>¢x) is provable in too). 

Another special kind of inner models has been introduced by SHEPHERDSON 
in [2]. The inner model % satisfying the axioms of group A,B,C of & 
is said to be a complete model,” provided the following conditions hold: 


 @& (KY) (%) (K én Y= Min (X). Clon (Y).X € Y), 
(ii) (Am) (X)(X € AnD Vin(X)) 


where the subscript St indicates the relativization with respect to the model Di. 
_ SHEPHERDSON has proved in [2] that the concepts defined in [1] absolute 
with respect to 4 are mostly absolute with respect to any complete model. 


18 We need not the concrete form of these formulas. We are going to use them 
only to formalize some of our theorems and to make clear the proof of Theorem 2. 
19 See [2]. 
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We are going to make use of these results, and therefore we need 
the following theorem: 

2.2.4. If for a class M the axioms A,B,C hold in 4,, then 4, is 
a complete model. 

Proor. The formula (i) is fulfilled by the definition 2.2.3 of €(X, Y, M). 
The variable Ax runs over the M-classes. But Ax,;<M for every M-class 
by 2.2.1, therefore X€ A» implies that X€M, but then X is an M-set by 
2.2.2 and (ii) is fulfilled too. Now for the convenience of the reader we 
are going to recapitulate the results of SHEPHERDSON [2] which will be used 
in this paper. 

2.2.5. If for a class M the axioms of A,B,C hold in the model 4y,, 
then, 4, being a complete model by 2.2.4, the following concepts are 
absolute with respect to 41, by [2], 2.10, 2.12, 2.317, 2.320, 2.322, 2.312(b): 

X€Y, XCY, E(x, Y), Cm(X, Y), Un(X), Uns(X), 
AXY, XX, ve el 2X), Stele), GN Panne 
Gno;(X) (i= 1, 2,3), XPY, ACX, X—Y, X-+- Y, AX, 
S(X), Lim(X), Mar(X), Fuce(X), XFrY, 
wi(X, Y) for i == 2,2... 8,. Somp(X), + Gon Fe Oise 
pin(X), X<Y, XS, Ord(X). 

Taking into account that V;,;— M for 4, under the conditions of 2.2.5 

the following equalities hold: 


2.2.6. —1X—=M—X, Ex=E.M, Bu(X)=M.3(X), Onw = On.M, 
Onu € On vy Onyx = On by [2], 2.213, 2.315, 2.316. 


If, in addition, W(X) is absolute with respect to 4, the following 
concepts are absolute with respect to 4y;: 


2.2.7. {X,Y}, <X, YD, X,Y, Z>, ..;X+1, On, 8, y,...,.L (thevciaes 
of constructible sets). 

Now for the convenience of the reader we collect here some meta- 
theorems used in this paper to prove the absoluteness of a concept: 


AB,. If all the concepts except X,..., X, appearing in the formula 
g(Xi,..., X») are absolute, then g is absolute. 

AB,. If the relativized of the operation (Xi, ..., X,.) (particular class A) 
exists, then (Xi, ..., X,,), (A) is an M-class for every Xi,..., X, (see [Lip 1078s 


*? In these theorems the subscript M always denotes the relativization with respect 
to the model 4,,. 
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_ AB;. If the relativized of an operation W(Xi,...,X,) exists and 
U(X, ..., X,) satisfies the relativized of the defining postulate of 2 for every 
Xi,...,X,, then Wf is absolute. Similarly for a particular class A (see [1], p. 47). 

AB,. If Ya; and Aj, exist and the defining postulates of 9 and A are 
absolute, then Y% and A are absolute (see iS pe st): 

AB;. If the operations (Xi, ..., X,), ON tees Joh ie lg Adj kosj Xe) 
are absolute, then the same is true for the operation ©(X1,..., Xm) defined 
by the equality 

C(x, s+. Am) —= M(Bi(Ai, -.., Xm), «> Bul Xi, -.., Xm)) 
(see [1], 10.18). 

AB,;. Let X(X1,...,X,,U) be an operation, 7” a variable of the range 
%(U). Suppose that W(Xi,...,X,, 1) satisfies the formula p(X(X,, eae), 
Xi, ..., Xn, LP), (X1)+++ (Xn) (LP) (AY) @(Y, Xi, «.., Xn, P’) and for the classes U 
for which ~B(U) holds, 4(X1,..., Xn, U)=0. Then % is absolute under 


the conditions that B(U) and 0 are absolute, %n, exists and one of the follow- 
ing formulas holds: 


(1) GYM fl eign Vo Xa X45 DP), 
(2) Age Aa end, kat) 


PROOF. Let w(Y, Xi,...,X,,U) be the defining postulate of 
W(X, ...,X.,U). By the assumption w has the following form: 


Per tige a Cea) @(Y, X1,2..5 Xn, DI) V~ B(U):(Y =0). 
By AB, it is sufficient to prove that w is absolute. 
wu (Y, X1, ..-,Xn, U) = B(U). pu Y, X1, -.., Xn, U) Vv ~B(U).(Y =0), 


since B and O are absolute. But then w(Y, Xi,..., Xn, U) = Wu(Y, X1, ..-, Xn, UV) 
follows from (1) and thus % is absolute if (1) holds. 4 
On the other hand, if U is an M-class for which ~%x(U), then by 
the absoluteness of 8, ~B(U), hence (Xi, sry Xny UNE U(X, «.-» Xn, VU) =O 
for this U. Consequently, if (2) holds, then %fa(X1, ..., Xn, U) = U(X, ..., Xn, UV) 
is fulfilled and 9% is absolute in this case too. 
) We need the following theorems concerning the absoluteness of the 
soncepts Xsomes(Y,Z) and X+Y: 

2.2.8. Under the conditions of 2.2.5 X Qsomrs(Y, Z) is absolute 
with respect to Ay. 


5 Acta Mathematica XII/3—4 
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PROOF. 
X Jeomz (Y, Z) =D (X) = V.98(X) = Z.Un(X). 
Rel (X).(u) (v) (aE V.v€ YOu €R= XX ‘u, X‘v> € S)) 
by the definition [1], 6.4. 
(X 380mg s(Y, Z))= D(X) = ¥.W(X) = Z. Wno(X). 


Rel (X).(@) (@) (7 Y.6 € YD (KAD €ER= <X ‘i, XG € S)) 
by 2.2.5. Hence it is sufficient to prove that 
(u) (v) (u € Y.v€ YD (Kurd € R=KXUuX WD € S))= 
= (ii) («) (@ € Vt € YO (Kt € REKXUXDES)). 
From the left side follows immediately the right side, since every M-set is 
a set by 2.2.2. The reverse implication holds, since if one of the sets u,v 


is not an M-set, the implication holds vacuously, because by 2.2.1 the 
hypothesis u€ Y.v€Y is false. Therefore XFsome,s(¥Y, Z) is absolute. 


2.2.9. Under the conditions of 2.2.7 X+/Y is absolute with resp ect to Jy. 
PROOF. 


u€atpeucay (3s) (E<P.u—a+8S) 


by 2.1.5. But 2.1.5 may be proved without using axiom D. Therefore from 
the assumptions it follows that the relativized of this theorem holds, i. e. 
i é€ainsaii€ay b)E<s.u=at8) 

by the absoluteness of the concepts appearing without the subscript M in 
this formula (2.2.5, 2.2.7). But this equivalence holds with uw instead of 
i, since if uw is not an M-set, both sides are false. It follows by transfinite 
induction on that @+$-=a@+8 for every «8. If one of the classes 
X,Y is not an ordinal number, then this one is not an ordinal number in 
the model either by the absoluteness of O(X) (2.2.7). Therefore in this case 
we have X+Y—X+41 and XivY—=X+wl, hence X}+¥Y—XinY by the 
absoluteness of the operation X41 (2.2.7). So X+¥Y=X+nY holds for 
every X,Y, and therefore X}Y is absolute. 


§ 3. Lemma 


In the Introduction we have defined the notion to be almost universal. 
Let %u(X) denote that the class X is almost universal. 


3.1. DEF. %u(X)=(u)(as XD) (ve X.uSv)). 
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The class X is said to be closed with respect to the fundamental oper- 
ations if u,v €X implies §i(u,v)€ X for every u,v (i=1, une): 
3.2. DEF. §cl(X) =(u)(v) (ue X.v € XDFi(u, DV EX. .....%a(U, v) € X). 
We need the following 


LEMMA.” /f the class M is complete, closed with respect to the fundamental 
operations and almost universal, then the model determined by the class Ay 
satisfies the axiom system &. 

This lemma is formalizable and provable in the axiom system »*: 

3.3." Comp(M). Fel(M).WXu(M)> wWo(M ). 

We have already mentioned that the Lemma is an immediate generaliz- 
ation of the theorem proved in [1], VI which states that the model determined 
by the class L of the constructible sets satisfies the axiom system %. In [1], 
9.51, 9.6, 9.63 it is proved that the assumptions of our Lemma are satisfied 
by the class L. However, in the proof of the theorem mentioned above GODEL 
makes use of two other properties of the class L as well. In [1], 9.87 must 
be used that the class L has a well-ordering by the construction and in 
the proof of (C,), GODEL makes use of the fact that LZ, by the construc- 
tion, has an element F‘q@ satisfying (C,)z. 

In the proof of Theorem 1 we are going to construct classes M in 
a similar way to GODzL’s L and we shall make use of the Lemma to prove 
that 4s satisfies the axiom system from these classes M too. These classes 
M will be well-ordered and (C,)), may be verified for these classes without 
difficulties. However, we think that for the sake of overlooking the discussion 
it is more suitable to state this Lemma interesting by itself” in this general form. 

We shall omit the detailed proof of the Lemma for it may be carried 
out in the same manner as in [1], VI using the previously proved results 
in [1], pp. 38—44. Only in the proof of the result ©ls1(M.QuA) corre- 
sponding to [1], 9. 87 must be used axiom E, and we must give a proof of (Ci):r. 
But first we sketch the proof of the Lemma. Using the completeness of M it is 
easy to verify that X € Y is absolute and (A,)m is fulfilled. Then, step by step, 
every notions and operations appearing in the axioms may be proved to be absol- 
ute with respect to 4. From these it follows that (A,)arand (A;)~ are ful- 
filled. The conditional existence axioms (A,)s, (B,)y, ...,(Bs)ar are fulfilled for 
sets M being closed with respect to the fundamental operations. From this it 
may be deduced that E.M, A.B, M—A, M.(Vx A), D(A), Conv, (A) (k= 1,2,3) 
are M-classes and they satisfy the corresponding relativized axioms of group 


21 The remark that the Lemma is provable in X if we assume that M might be 
well-ordered has no importance from our point of view, because we have to make use 
essentially of axiom E in another point of the proof of Theorem 1 too. 
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B. (D)x is an immediate consequence of D using the absoluteness of the 
notions occurring in D. 

Now the relativized of the axioms of the group C are fulfilled, because 
the relativized of the metatheorem M, [1] is true for the model (Mz being 
proved from the axioms A, B,D), and therefore M-classes may be constructed 
satisfying these axioms such that these M-classes are sets by the corre- 
sponding axiom of group C, and consequently they are M-sets by the absolute- 
ness of I(X). However, in the case of the axioms C,,C;,C, the proof may 
be carried out in a more direct way. 

In the case of axioms C, we must argue as follows. By the absoluteness 
of the notions appearing in C,, (C,)x is the following formula: 


(Ja) (~ Gm(a).(X) (x € @> (Ay) (9 € @.XcV))). 
Let m(X) be the following formula: 
g(X)=X=0y Ga) (X=u41).(ve) (v € XD w)\(weé X.v = w+ 1)). 


All the concepts appearing in this formula can be defined using only axioms 
A,B,D, and their normality follows from these axioms as well. Therefore if 
we define the particular class A by the stipulation X€A=q@(X), then gx 
and Aj, exist. 

It is easy to verify that p(X) is absolute, and consequently A is ab- 
solute by AB,. Hence A is an M-class. 

But A is wm. In fact, from the definition of A it follows that O€ A, 
x€ADX+1E€A and x+1E€ADXEA. OCA and x€ADX4+1€A implies 
om CA. By axiom D, if A—q@ were not empty, then it would have an ele- 
ment x such that x.(A—m)=-0. But in this case g(x), and consequently 
x—=u-+1 for an wu where uw€A and wé€x, and therefore w€m, but then 
x€a. But this contradicts x€ A—m, thus we have A—w=—0, Ao. 
m isaset, and being an M-class, it is an M-set by the absoluteness of W(X). 
=a satisfies axiom (C,)». 


§ 4. Proof of Theorem 1 


THEOREM 1." For any pair 4,¥v of ordinals, if 28*=;;,:1:, then there 
exists a complete and almost universal class M such that Ay satisfies the 
axiom system X” and, in addition, the following formulas are fulfilled: 


(+) Nifa=Na for eSdivH4l, 
Nae 3 
(+ +) (2 Me Nayhtv+l for ABeOCAL YN 


» ( L 
(A +7) (2° "),, = Nout for Atvsu. 
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Theorem 1 is formalizable and provable in »*: 


(A) (v) (2° = Siiy:1 (AM) (Comp (M).%u(M).wi(M). 
(2) (@Shivilod®a=Na).(0)\AsSo<sivil (2 2%) Sy A by). 


» ( UL 
(a) (A470 Sp D2 = Suu $1). 


The idea of the proof is the following: The assumption 2%*=\;,;:,.:; 
implies that the set m, of power \, (which is constructible as all ordinals 
are) has at least Na;,:1 subsets. If we add S,:,:1 such subsets to the class 
L, then we have to add not too much further sets to ZL in order that the 
model determined by the wider class arising thus should satisfy again the 
axiom system +*, so that , will not possess more than S,;,:1 subsets in 
that model and the cardinal of the power sets of sets of a cardinal not less 
than ,;, will not increase. 

The technical execution of the proof is not so simple. This runs on 
the following lines. Making use of the assumption 28> Nii,31 we define 
a function / which establishes a one-to-one mapping of the ordinals less 
than ,;,;1 onto a subset of Y(mai+:1) as well as a function k which 
associates to every ordinal number less than m);,;; a one-to-one mapping 
of this ordinal number onto its cardinal number. 

Writing 12 instead of 9 in the definitions [1] of the particular classes 
S, J, Ki, Ko we denote the particular classes thus obtained by S,/, ki, ke 
again and we define the functions Jo,..., Jiu by /i<¢8> =/J’<ieB> for 1< 12 
(instead of i<9). 

Analogously to the function F defined in [1], 9.5 we define a function 
G on the class of all ordinal numbers in the following way: 


Gla=G“a for @€ W/o), 
Gia =%i(G‘8, Gy) for cEeBY) (=—1,...,8); 


if @<Mpivi1, 


G'a=G'‘S.On for a é€ W/o), 
Gia-=G°6.h°GSy for @€ W (fio), 
Gia =G‘8.k°G*y for @€ Wu); 


if Gea Oza ely 


Gia =G‘s.0=0 for « € W/o), 
Ga=GB.hA.GGanriyir for « € B( fro), 
G6a=G'B.k.G“orsyi1 for ¢ € BU) 

with B= Kia, y= Kia. 
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On the analogy of the definition of L we define M as the class of the 
values of the function G: M—&(G). Then M satisfies the requirements of 
Theorem 1. 

The fact that the model determined by M satisfies the axioms of & 
follows from the Lemma without difficulties. 


The truth of the axiom of choice in the model follows from the fact 
that the function G inducing the well-ordering of the class M can be proved 
to be an M-class after we have verified that h,k are M-sets. However, to 
prove this analogously to the proof of the theorem that V—L holds in 4, 
absoluteness proofs are needed. But it has no sense to speak of the absolute- 
ness of G, for the functions A, k are not particular classes. Therefore we have 
to define operations G(m, us, §), Yi(u1, ue, §) writing in the definition of G 
the variables 1, U2,§ instead of A, k, mai,i1, respectively. 


In 4.1 we are going to define the particular classes S, /, Ai, Ao, /; and 
we prove some results concerning these classes. In 4.2 we shall prove some 
emmas needed to the construction and to the examination of the above men- 
tioned operations. In 4.3 we are going to define the operations G(w,, us, §), 
Mi(u,, Uy, §) and other operations analogous to GODEL’s particular classes 
Od, As, C, and we shall prove in this section that the class i(u, ws, §) 
satisfies the assumptions of the Lemma, and therefore in the model Apyu,,..9 
all the axioms of S hold for every w,, uw, In 4.4 we shall prove that all 
the operations defined in 4.3 are absolute with respect to 4, for every M 
satisfying the assumptions of the Lemma. In 4.5 we prove some general theorems 
for the classes Mi (u,, us, §). The functions # and & will be defined only in Sec- 
tion 4.6. We prove in this section that h, k € Di(A, k, @x:+31) = M, and there- 
fore by the absoluteness of G(uy,, u,§) Gar(h, k, @riyi1) = G(A, k, Onzyit) 
in consequence of which axiom E holds in the model 4,. In 4.7 we prove 
the sear (+) using the fact that & belongs to the model and we prove 


that (2* Sw Ne =Ni'A+7+1 using that A belongs to the model. In addition, in 
this section we prove that Vi; Wiar(h, k, Na'A + 7 +1) holds, and therefore’ 
to prove Theorem 1 it is sufficient to prove the following theorem in  >*: If 
for a pair of ordinal numbers «, @ (Ju,) (3 u) (V= Miu), Us, Waipii))s then the 
following formulas are fulfilled: 


be 
(1) eats = Naipit, 
(2) 2%"—Nywir for every w>aiP. 


This theorem is proved in Sections 4.8—4.10 analogously to the 
theorem proved in [1], Chapter VIII, that V==L implies the generalized con- 
tinuum hypothesis. It is obvious that to carry out the proof a generalization 


ON A CONSISTENCY THEOREM 339 


of the theorem [1], 12.6 is needed and this generalization is made possible 
by the fact that Ge is defined for @=o,;,:, with the help of the funda- 
mental operations and of the operations x.0, x.A, x.k of very simple cha- 
racter. It is easy to find the generalization of [1], 12.6 from which (2) may 
be deduced. However, to find the generalization from which (1) may be 
deduced, too, a new idea is needed. In 4.8 we shall give a detailed sketch 
of the proofs elaborated in Sections 4. 8—4. 10. 

If in the proof of a theorem the assumption 2*=,;,:1 is used, its 
number is marked by +x. 

4.1. As we have already mentioned we need a new definition of the 
particular classes S, J, J:, K,, Ky defined in [1], 9.2, 9.21, 9.22, 9.24. 


4.1.1. Der. 
(u<12.7< 12D KuePS<vyd>=<as>R<yd> \V Kas) =<yd>.u<y)). 
.SS12x On’ 
where RF is the relation defined by [1], 7.81. 
In the same manner as in [1], 9.2 it is easy to see that S exists, 
12 x On’ is well-ordered by S, 12 On’ is a proper class and any proper 
S-section of 12 On’ is a set. Hence 12 On® is isomorphic to On with 


respect to S and E by [Il], 7.7. Therefore there exists a function / satisfying 
the following defining postulate: 


4.1.2. DEF. 
J W012 x On?. WJ) = On.(u<12.7< 12D {Kua s>S<vyd>)D 
D(J\Kuab><J«ryd>)). 
We define the functions fj, ..., J: as follows: 


Ae ER, 
Jy 81 On? exe > — [<0aP>, 


Jn Bn On’. Jis‘<a8> =f <1 1a@p>. 
Analogously to [1], 9.23 we have 


4.1.4. The classes ((/:) ((=0,..., 11) are mutually exclusive and 
their sum is On. 
We define the classes K,, Ko: 


AP eam Er: 
<a> € K,= Ap) (48) (U<12.¥ = Jue b>). KS On; 
<By> € Ko= (Gr) Ga) (ue < 12.7 =I ues). oS On’. 
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K,, K, are functions defined on On. The following theorems may be 
proved literally as the theorems [1], 9.25, 9.26, 9.27: 


4.1.6. Ji<XaB>=Mar({eS}) for (<12, 
Jé<a8>> Mar ({a8}) for i<12, 1-0. 
Ki‘ese, KSesa, 
K‘a<a, Kfa<a for c€W(/). 
ALTDT.* -@< Wy. P< O,D JKOP>S@y, "yc 28U1,). 
We need the following simple result: 
4.1.8.* If 8<q@a, then there exists a y<a such that @<y and y € W(/)). 


Proor. @=/J‘<ia,8,>. Let <a,> be the successor of <@,f,> in the 
well-ordering R of On®. Let j be the integer for which i+j—12. Then 
y=64j—=J‘<Oe.6,> by 4.1.1 and 4.1.2 and B<y by 2.1.6. If B<aa, 
then @<«,, and therefore 6+1—8+{8}<az by [1], 8.63, hence + j<@« 
for every /<12. So we have ¥<mca, but then y<@a by [Il], 8.28 and 
y € Wf) by the definition of /). 

Ar2i 

ML,. Are the’ operations $,(U;, <., Ui), Su(X, Y¥7 Ui, =, On (1, ee 
normal, and if, in addition, Wt(9;(x, y, Ui, ..., U)) for every x, y, Uy, ..., U; 
(i—=1,...,11), then there exists a normal operation $(U,, ...,U;,Z) such that 
H(U,, ..., Ui, Z)=0 if Z is not an ordinal number, and for every U,, ..., Ui, & 
H(U,, ..., Ui, §) is equal to the class H satisfying the following formulas: 


H Xn On, 
<b oH te OU au) ee 
(1) a@€W(f.)—-§DH\a= H“a, 


¢€B(J)—§> He = §,(H' Ka, HS KSa@, U;,...,U,:) for i=1,...,11. 


Proor.” In order to prove the existence of the operation © first we 
define an operation %(U,,..., Ui, Z) as follows: X(U;, ..., Ui, Z)=0 if Z is 
not an ordinal number and for every U,,...,Ui,€ AU, ...,U,§) =A is | 
defined by the formulas 


A §n V, 
D(x) €ED A'x =H (Uj, «.., Uy) D(x), 
(2) D(x) € WC.) —ED A‘x = W(x), 


D(x) € WHi)—ED A'x = Hix KD (a), x KD(x), Ui, ..., Ui) 
TOY dear TP ed: 
and A‘x==0O everywhere else. 


* The proof is similar to the existence proof of F given in [1], 9.3. 
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The existence and unicity of A is assured by M, [1] for every 
U,,...,U.,& taking into consideration that Mt Gi(x, y, Uj, -.., U;)) and the con- 
cepts appearing in the formulas are normal by the assumptions. Thus the 
operation A(U,,...,Ui,Z) exists and it is easy to verify that it is nor- 
“mal. By M, there exists a normal operation * (U,,...,U:, Z) such that 
m (U,,...,U;, Z)=H satisfies 


(3) H Xn On, H'a=A'(H} a) 


where A satisfies (2). But if for U,,...,U,,& H satisfies (3) and A satisfies 
(2), then H satisties (1) as seen by the following proof. H %n On. If «<é, 
then D(H: a)—«€&, and therefore H'a = §,(U,, ..., Ui)'a. If @€ WJ), 
then D(H: 2) —« € BW(J,)—§& and H'a = W(H:a)—H“a. If c€ W(f)—E 
i=—1,...,11), then D(Hia)—a € BWif)—é and H‘a = A‘(H} A) = 
=$((H: 2) K,‘a, (Ha) K,a, U,,..., Ui). But Kia, K.ae<a by 4.1.6 and 
(Ha) =H? if P<a, therefore H'a = 9,(H' Ka, H\ Ka, U,, ..., Ui). 
Hence if we define the operation ©(U,,...,U,,Z) by the stipulations 


O(Z)D H(U,, nee U,, Z)=H9°(U,,..., U., Z), 
~(Z)DH(U,, ..., Ui, Z)=0, 


© satisfies the requirements of ML,. By transfinite induction it is easy to see 
that there exists only one class H satisfying (1) for every U,,..., Ur, § and 
$0 the normal operation constructed above is defined by the stipulations 
given in ML,. 

P ML,. Are the operations 9X, Y, U,,..., Ui) (i=1,..., 11) normal and if, 
in addition, WiD(x, y, U;,...,Ui)) for every x,y, U;,...,Ui, then there exists 
a normal operation 9(U,,...,Ui:,Z) such that 9(U,,..., Ui,Z)=0 if Z is 
‘not an ordinal number and for every ordinal number = (U,,..., Ui, &) ts equal 

‘0 the class H satisfying the following formulas: 


; H 3né, 
(4) 2 €B(J,).-DH\'a=—H“a, 


| ¢€BU)-4>H'¢=9(HKS a, H'KiSa, U;,...,Ui) for i=1,..5 11. 
| Proor. It follows from ML, that there exists a normal operation 
DU, ..., U;) such that 9*(U,,...,Ui)—=H* where the following formulas 


are satisfied by H’: 


? H* Xn On, 
6) a6 R(J) DH a=H*“a, 


a€ BJ) DH a= 9(H*'K\a, HK, LEiss Ui) for Peedysie? 11. 
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lf H* satisfies (5), then H—A*+& satisfies (4). This is to be seen as 
follows. D(H*:£)—§& and consequently the first of the formulas (4) is ful- 
filled. If @€&, then H’@—H* ‘a. Suppose @« € W(J).§. Then H*‘e=—H*“a, 
hence H‘a = Ht“. But by 2.2.2 H*“a@ and He are the sets of the ele- 
ments H*‘¢ and H‘8, respectively, where °<e. If @<a, then @¢€€, and there- 
fore H*+(8—H'~, hence H'a = H“a. Now suppose e@ € W(Ji).€ ((=1,..., 11). 
Hae = H* a= §(H*'KSa, Ht Ka, U,,..., Ui). Kika, Kfa<a@ by 4.1.6, 
and therefore K,‘a, Koa €& Hence H'a = 9(H' Ka, H'K.\a, U,,..., Ur). Let 
O(U,,..., Ui, Z) be the operation defined by the following stipulations: 


O(Z) > 6(0. Ue 2) = 2 ee ee 
~O(Z)3 S(U po Uy Z) =: 


It follows from the facts proved above that is normal and satisfies 
the definition (4). It is easy to see by transfinite induction that there exists 
only one class H satisfying the formulas (4) for every U,,..., Ui, §. Hence 
under the conditions of ML, a normal operation is defined by the stipula- 
tions given in ML). 

ML,. Let $:(X, Y) ((=1,..., 11) be operations of the form ,(X, Y)= 
—={X, Y\-and 9(X,Y)=X.G,(1) Jor ef==25. 3. ewer tc CY) 
rary operations. 

Let & be an ordinal number and H, a class such that H\aCGH“e for 


every « less than & Suppose that the following formulas are fulfilled by the 
class H: 


(4A) (A ¥n A. Ord (A)), 
(6) ecE&ADHae—H,a, 
& €(W(f)—§). AD He = H“a, 
ae (28 (Ji) —§).A > (AK a, ASK Se) for i= 1p2. lk 
Then H'eGH“e and H“«@ is complete for every «€ A. 


Proor.” Let A be the class for which Hn A. Let @ be the first ele- 
ment of A for which H'@CH“e is false. Then we have H‘@CH“® for 
every 6<e (A is either an ordinal number 7 or On thus @€A_ implies 
8€A for every 8<a.) If e<§& then H'e=—H,'ae and H'8=H,'? for every 
<a, ie. H“a— Ha, hence H'e © A“e@ by the assumption. If @ € W (fo) —S, 
then H‘a=—H“a, hence H'eCH“e. If ae WS)—§ then AH’a= 
= 0,(H'K Sa, HK, a) = {H\K,-a, H Ka}. K6a, Kfa<e by 4.1.6, and 
therefore {H'K,‘a, H'K,'a}CH“e@ by 2.2.2. If Ge BW /)—s U2, 2 ee 


25 Similarly to [1], 9.5. 
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then H'a = §;(H‘K\a, A‘ KSa) = HK. (HK a). Put Kia = 6. Hac 
CH‘, and since by 4.1.6 @<a, H68CH“s and H“6@CH“e, Hence 
H‘e= Hq, But this is a contradiction, therefore we have H’e@CH“« for 
every «€ A. The completeness of He is a corollary of the statement just 
proved. In fact, if u¢ Ha, then u--A‘S for a certain <a, but then 
A'@CH“BCH“e hence u CH“a. 


4.3. In this section we define the operations ®(U,, U,, §), Wt(U,, Us, §) 
etc. already mentioned. We make the following convention: Let 2(...,Z)—0 
for the classes Z not being ordinal numbers, for any operation %(..., Z) 
defined in this section. 


First we define the operations a;(X, Y, U,, U,, Z) (i=1,..., 11) as follows: 
4-3. 1; .DEF. 


Bae) OY) for, p i= 1,.,., 8, 

Caan gl ide) De. CE, 

Oey 0 Ure) aa LY, 

Rage ceye Ug, Ug, sx. US Y: 
Now we define the operation q(U,, U,, Z) in the following way: 
4.3.2. Der. Let for every U,,U;,§ 9(U,, U,,§) be equal to the uni- 

quely determined set g satisfying the following formulas: 
gens, 
CIS fe) 6 eo a= oa, 

@€ WCU). 62 ee =9( 2 Ke, o' Koa, U,, U2, §) for i=1,..., 11. 


We have to prove the existence and the normality of g(U:, Use 2). 


The operations 9;(X, Y, U,, Us,Z) (i=1,...,11) being normal and 
gi(x, y, U,, Us, Z) being a set for every x,y, Ui, Un, Z, by [1], 9. 1 and (4. 3..1, 
it follows from ML, the existence of a normal operation g*(U,, Us, Z, Z) =p" 
satisfying the following formulas: 


gy sus, 
Ge (|) coo i= oa, 
@€ (i). En g*e= g(otiKha, o Kea, U,, UZ) fori tyes; 11. 


Consequently, the operation a(t, Us, Z) =a" (Uy, U,, Z,Z) is normal and 
satisfies the requirements of 4. 3. 2. 
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The operations ®,(X, Y, U;, Us, Z) are defined as follows: 

a°3,5 Dor: 
G(X, Y, Ui, Us, 8) = BCX, Y) for i=—1,..., 8, 
&,(X, ye U;, U,, §)=X.0=0, 
®(X, Y, Us, Ur, §) =X. U,.38(g(U,, Us, §)), 
G(X, Y, U,, Us, §) = X. Up. (g(Ui, Us, §)). 

Now we define the operation G(U,, Us, Z). 

4.3.4. Der. For every U,, U,,& let G(U,, U2, &) be equal to the class 
G determined by the formulas: 

G &n On, 
a<é=> Game ol), Uy cre: 
@ € W(f.) —ED Ga = Ga, 
a€ @B(J)—ED Ga = ©, (GKa, G*Ksa, U;,, U,,§) for 1—1,.., 11. 

The operations ;(X, Y, U,, Us, Z),q(U,, Us, Z) being normal and 
(x, y, U,;, Us; Z) being a set for every x, y,/U;, Us, Z (i193... bye 
9.4 and 4.3.3, there exists by ML, a normal operation &*(U,, U2, Z, Z,) = G~ 
such that for every U,, Us, Z,& 

G* Xn On, 
e<§> Gao, Urs e 
@ €W(f.)—ED G*'a = G*“a, 
a €@(jij)—&> G*‘a = G,(G**Kj a, G**K,fa; U;, Us, 2). 
It results that the operation ®@(U,, U,, Z) = &* (U,, Un, Z, Z) is normal and 
satisfies the requirements of 4. 3. 4. 

The operation Wi(U,, U,, Z) is defined as follows: 

4.3.5. DEF. N(U;, Us, §) = W(G(U,, Us, §)). 

The classes YN(U,, U,, §) are constructed analogously to GODEL’s L. 
Analogously to the “order of a constructible set” the U,, U,, §-order of a set 
xEM(U,, Us,&) is defined as follows: the smallest «@ for which 
x= G(U,, U2, §)'@ is called the U,, Us, §-order of the set xEM(U,, Ug; er 
We define the operation Dd(U,, Us, Z) in such a way that for every U,, Us, & 
the function Od(U,, U,, §) associates the U,, U,, &-order of x to each element 
eon Ua, Ua, 6). / 

4.3.6. DEF. 

(<yx> € Od(U;,, U,,6) = <xy> E G(U,, U,, Ss) 
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For every U,,U,,§ there exists by M, [1] exactly one class 
Y—Od(U,, U,, §) satisfying this formula, the concepts occurring on the right- 
hand side of the equivalence being normal. Thus the operation Od(U,, Uz, Z) 
exists. 


It follows immediately from the definitions that 

4.3.7. Od nM; xe M.c=— Oxd Ge = x 

4.3.8. @<§> Comp (q“a).q'°e Gqa. 

PROOF. 4.3.8 follows from ML;. In fact, if we put 6 —0, €=—0, A~& 
mi(X, Y)—49.:(X, Y, U,, U,,§) (i==1,..., 11) in ML,, then the class H de- 
fined by the formulas (6) is q and the assumptions of ML, are fulfilled by 
[1], 9.1 and 4.3.1. 

4.3.9. Ge S&“a; Comp (Gea). 

Proor. Put 
= 9(U;,; U,, =) s==6 A=On, DLA; Y)= G(X, Y; U;, U,, 5) (i=1, < {eke 11) 
in ML;. Then the class H defined by the formulas (6) is G(U,, Us, §) for every 
U,, U,, &. By [1], 9.1, 4.3.3 and 4.3.8 the assumptions of ML, are fulfilled. 
Consequently 4.3.9 follows from ML;. 

4.3.10. yEM.xEyDxEM. Od’x< Ody. 

Proor. If y€ Mi, then by 4.3.7 there is an @ such that @=Od‘y and 
Gac=y. But Gale by 4.3.9 and x being an element of y we have 
x € Ga. Then x= Of for a 6 (@<a) thus x€M and Od'x=P<a. 

As a corollary of 4.3.10 we have 

4.3.11. Comp (Di).” 

On the analogy of the particular class As defined in [1], 11.8 an oper- 
ation %s(U,, U,,Z) will be defined. The function fs associates to every 
non-empty set x (x € Mt) the element y of the least order of x. 


43.12. DEF. 
(<yx> € 16(U,, Us, §) =v €x.x € M(Ui, U2, 6). 
.(z)(Ob(U,, U2, 6)§z< Od(U,, Ub, yD ~ (zZEx))). Rel Qls(U,, Us, §)). 
The existence of the operation %{s similarly as in the case of the oper- 
ation Od is assured by M, [1]. 
4.3.13. %sFn(M—{O}); Asxex if xe Me and x0. 
24 Here and often in the sequel the parameters U,, U2, € are omitted. If the sign of 


such an operation appears in a theorem without the parameters, then the theorem is true 


for every U,, Up, &. 
25 Similarly to [I], 9.51. 
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Proor. If <yx> and <zx> are elements of Ys, then y¢€x and Orly = 
— vz by the definition 4.3.12, hence yz by 4.3.7. It follows that Ys 
is a function. (Jy) (<yx> € As) implies that x EM and yEx, hence D(As)S 
Cm—{O}. On the other hand, if x€IM— {0}, then x being a non-empty 
subset of ‘Mt the set Od“x is non-empty by 4.3.7. On“x is a set of ordinal 
numbers. Let @ be the smallest element of it, and let y be the element of 
order @. Then <yx>€ %s, hence x € D(As). It follows that DAs) — WM — {0}. 
The second part of 4.3.13 is a corollary of the statement just proved, for if 
x€M and x0, then x € DMs), hence <YAs‘x x € Ws, and therefore Ys% Ex. 


4.3.14. 
@ € Wf.) D Ga = Ga. 


@ €B(fi) Dd Ga = Fi GB, Gy) for i—1,...,8 
where B=K,‘a, y= Ke, c= Jf<8y>. 
Proor. For @=& the statement follows directly from the definitions 


4.3.3, 4.3.4 of the operations G; and ©. 


If @<& then G@a—g'ae by 4.3.4 and @&ysa<é by 4.1.6, hence 
Ga = ga =4(a°S, gv) = Fi (GS, Ga) for i=1,...,8 by 4.3.1 and 4.3.2. 
Ge = 4‘ for every <a, hence if e € WJ), then Ge = ga = ga = G“e 
by 4.3.2. 


4.3.15. Scl(Mi), i.e. Mi is closed with respect to the fundamental oper- 
ations.” 


PRoor. Suppose x€Mt, yEM. Put Ov’x—~B Od y—y. GG=x, 
Gy =y by 4.3.7. GY; ey = F(x, y) for i=1,...,8 by 4.3.14, hence 
K(x y) EM for i 1), B 


4.3.16. Wu(Md), i.e. Wt is almost universal.” 


Proor. Suppose x CM. Od“x is a set, Od being a function by 4.3.7. 
Oo“x is a set of ordinal numbers. Therefore by [1], 7.451 there exists an 
ordinal number @ such that every element @ of Od“x is less than @ and we 
may suppose « € W(J)). x“ G“Or"x by 4.3.7, and — Od“x being a sub- 
set of a — GOr"x Ge, hence xC Ge = Wa. Consequently x is a 
subset of an element of YX, MN is almost universal. 


4.3.17.* (NU, Us, §)). The model determined by the class Mt sa- 
tisfies the axiom system » for everyi Lh Ga 


® Similarly to [1], 9. 6. 
7 Similarly to [1], 9. 63. 
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PROOF. ‘Yi is complete, closed with respect to the fundamental opera- 
tions, and almost universal by 4.3.11, 4.3.15, 4.3.16. Consequently (Mt) 
holds by the Lemma 3.3. 

On the analogy of the particular class C defined in [1], 11.81 an oper- 
ation @©(U,,U,,Z) will be defined. For every U,,U,,& the function 
G(U,, Us, §) associates to every ordinal number « the smallest ordinal num- 
ber , which is the order of an element of @‘a, whenever the set Ga is 
non-empty. 

4,3. 18. DEF. 

G(U,, Us, §) Su On. 


C(U,, U,, E)a@ ms Od(U,, U;, ah As (U,, U,, EGU, U,, E)a. 


Oo‘ As Gx is a normal term, the operations Ob, %s,@ being normal, 
and Mi(Od* Ys" Gx) for every x by the definition of the operation “ Therefore, 
by M; [1] for every U,, U;,& there exists exactly one class © satisfying this 
definition. Hence the operation ©(U,, U,, Z) exists. 


4.3.19. Ca € Gea if Ge is non-empty. 

Proor. It follows by 4.3.13 from the assumption that %s° Ga € Ga, 
and therefore %s°G‘a € M by 4.3.10. Put x= As Ge and Or'x=— ~. x = GE 
by 4.3.7, and therefore, @ being equal to C‘a@, we have x= G C'a = As'Ga, 
hence ©'Cla € Ga. 


aee0eee age, -andit @==0, C‘e<a: 


Proor. If Ge is non-empty, then Ce is the order of one of its ele- 
ments, hence 6a =Od'O'a@ =a by 4.3.10. If Ga is empty, then Ge € DAs) 
by 4.3.13 and thus %s‘G‘e —0. Consequently, in this case CCa = OO —0. 
Hence G‘a@=e@ and @‘e =a holds if and only if e—O. 


4.4. In this section we are going to prove that all the operations 
defined in Section 4.3 are absolute with respect to any model 4,, provided 
that M is complete, almost universal and “,(M) fulfilled. 

In this section a concept is briefly called absolute if it is absolute with 
respect to any model determined by a complete and almost universal class. 
M satisfying &,(M). M always denotes a complete and almost universal class 

for which %(M). 
4.4.1. IM(X) is absolute. 


PROOF. Wi(X) =X € M. We have to prove Dtu(X)= MX). If Miu(X), 
then X€ M, hence X is a set. Suppose, on the other hand, that X is a set. 
Since XCM by 2.2.1 and M is almost universal, there exists a v such that 
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XC and 7€M. Thus X.r>=X and X.r€M by 2.2.1. Hence X€ Mi, i.e. 
Ma (X). 

The assumption that M is almost universal is used only in this proof. 
Without referring occasionally we shall make use of the fact that by the 
assumptions and by 4.4.1 all the concepts listed in 2.5 and 2.7 are absolute. 

All the concepts in question are defined with the help of the axioms 
of ¥, and therefore the relativized of the concepts exist. Therefore in the 
case of the particular classes by AB, it is enough to prove the absoluteness 
of the defining postulates, and if Y(...Z) is any of the operations defined in 
4.3 and (...,&) is the defining postulate of YI for...5, then the range D(X) 
of the variable £ being absolute, it is enough to prove by AB, the equi- 
valence wie. 

p(... Uy; Up, 2) = oul...Uy, Us,5) for every = hae Ue 


4.4.2. The particular classes Le, R, S}) J, fi; (i=1)..., 11), Aa; Agree 
absolute. 

4.4.2 may be proved showing step by step that the concepts ap- 
pearing in the defining postulates are absolute. Although we have changed 
the definition of GODEL’s S, J, /;, Ki, Ks, the proofs are literally the same as 
in [1], 11.5,..., 11.54, and so they may be omitted. 


4.4.3. The operations q;(X, Y, Ui, Us, Z) (i=1,...,11) are absolute. 
PRoor. By the remark made above it is enough to see that the opera- 


tions J:(X, Y) ((=1,..., 8), UY, UY and the particular class On are ab- 
solute. 


4.4.4. The operation q(U,, U,, Z) is absolute. 


Proor. Similarly as in 4.4.3 it is enough to see that the notions X € Y, 
X nu Y, the operations W(X), X.Y, XY and the bounded variable @ are 
absolute and the same is true for the particular classes /;, K,, K, and for the 
operations gi(X, Y, U,, Us, Z) by 4.4.2 and 4.4.3. 


4.4.5. The operations G(X, Y, U,, U,,Z) (i=1,..., 11) are absolute. 


Proor. The operations ¥;(X, Y) (i= 1,..., 8), W(X) and the particular 
class O are absolute and the same is true for the operation q(U,, Us, Z) 
by 4.4. 4. 

4.4.6. The operation ®(U,, U., Z) is absolute. 


Proor. The notions X€ Y, X< Y, X§nY, the operations W(X), X—Y, 
X‘Y, X“Y, the particular class On, the variable « are absolute and the 
same is true for the particular classes /;,K,,K, and for the operations 
G(X, Y, U1, U,,Z and g(U,, Uy, Z) by 4.4.2, 4.4.4 and 4.4.5. 
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4.4.7. The operation N(U,, U,, Z) is absolute. 

Proor. W(X) and G(U,, Uy, Z) are absolute by 4.4.6. 

4.4.8. The operation Od(U,, Us, Z) is absolute. 

Proor. d(U,, U2, &)—=T is defined by the following formula: 
(1) «yx € T=<xy> € GU, Us, §).(2)(ZEYD~<KxZ>€G(U,, Us, £))). Rel(T). 
Let us consider the following formulas 
(2) (Kyx> € T=<xy> € O(O, 1, §).(2)(zevD~<x€EO(U,, Uh, E))). Mel (7), 
(3) (<¥X € T=<KKP> E G(U,, Un, 8). (ZEPI~KKDEG(O,, Uy, §))). Rel (7). 
XEY, el(X), the operations <XY>, G(U,Us, Z) being absolute (the last 
one by 4.4.6), (3) is just the relativized of (1). Therefore it is enough to 
prove that for every U,, U,,§ (2) holds if and only if (3) holds. 

(U,, U2, §) is an M-class for every U,,U,,§ by AB,. Hence if any 
side of the equivalence in (2) is true, either <yx> or <xy> is an M-set. But 


in both cases we have, by the completeness of M, that x€ M and ye M. 
Hence (2) holds if and only if the following formula holds: 


(XKPX> € T=KXW € GO, Nh, §).(2)(ZEPD ~<K2 € G(O,, V,, §))). Rel (T). 
Therefore it is sufficient to prove the following formula: 

2)(z €VI~ XE GU, Us, ))=@(Z€EPI~ <XZ> EGU, Us, §)). 
It is obvious that the left-hand side implies the right-hand side. The reverse 
implication is true too, because if z is not an M-set, z€y is false and the 
implications hold vacuously. 

4.4.9. The operation %s(U,, U,, Z) is absolute. 

4.4.9 is to be proved by a quite similar discussion as 4.4.8 using the 
absoluteness of Od just proved, and so we may omit the proof. 

4.5. In this section we prove some results concerning the classes 
M(U,, Uz, &). The variables x,y,... run over i-sets, i. e. their range is 
M(U,, Uy, §). There is no danger of misunderstanding, for in all the theo- 
rems announced in this section U,, U,,& are arbitrary but fixed values of 
the parameters. 

4.5.1.* Od°Fi(X, Y)<@a if Od6X<we and Od’ y<ma (i=1,..., 8). 

Proor. Put @=Od°x, y= Ody. Then X= G'S and y= G‘y by 4. 3.7. 
GYi<8y> = F(X, P) by 4.3.14, therefore OdFi(x, y)= Jé&Xby>. But @<@a 
and y<@a by the assumption, hence Si&By><@a by 4.1.7. Consequently 
Do’ F.(X, Y)<@a. 
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AY5. 2% <x, > C Dixy Ce ODCXP><@a, OV (X.Y) <a if Dd'X < We 
and Do'y<ae. 


Proor. <xy>= {{xX}{xp}}, X.Y = X—(X— —y) and 4.5.2 follows by the 
repeated applications of the cases i=], i=3 of 4.5.1, respectively. 


4.5.3.* ¥+ yeEM and Ov'x+ P<@e if Od’xX<wa and Od'y<ae. 


Proor. Put @=Od'x, y—Od'y.Mar({F, y})<@a by the assumption, 
therefore by 4.1.8 there exists a 0 such that 0 € W(/o), Mar ({e, V})<d0<ae. 
Put Z— G0. Gd = Gd by 4.3.14. X= G'S and py = Gy by 4.3. 7, there- 
fore x€zZ and y€z and Z being complete by 4.3.9 x+ yz. It follows 
that x+y —=—z—((z—X)—)). O<@a implies Od'Z<@., and from the case 
i—30of 4.5.1 it follows that Od((Z—X)<o«, Od ((z—x—Y)<@e and, 
finally, Od'x + y<@a. 


4.5.4.* The power of the set x is less than ma, provided Od°x<aa. 


Proor. Put @=Od'x. x= GG by 4.3.7 and xGG“S by 4.3.9. 


8<@zq by the assumption, hence @<qa by [1], 8.26. Thus G“8<z« by [I], 
8.31. Consequently x<@a by [I], 8. 28. 


4.5.5.* If Od'X<wai1, Od'Y<@ei1, then there exists a J€ Wf) 
O<@a;1 such that xx yO@d* 


PROOF. X< eit and V<Oait by 4.5.4, hence xX P<@ai1 by [I], 
8.6.3, and therefore Od(x x )<@ai1 by [1], 8.31. Suppose z€ XX y. Then 
z—=<urv>, UE X, vey, therefore 1€ M, vEM, Odu<@ez1 and Od'v<@ei1 
by 4.3.10. It follows from 4.5.2 that z€M and Od'z<@ai1. Hence we 
have Oo'(x X y)G@eii. It results by 2.1.10 that there exists a 0<@eii 
such that Oo“(x x y)CO and by 4.1.8 we may suppose 0 € Wf). x x VS 
SC GC Od“(x x y) by 4.3.7, consequently x x yC GO = Gd. 


4.5.6.* Gow, = Wa. 


PRooF. Go =o by 4.5.4. On the other hand, the function @ is one-to- 
one on the set W(J:).aa, for if 6, vy € W(fo).ma and e. g. B<y, then Gs E Sy, 


hence aera y. Consequently SCOe = O(a. Wf) = Oa. 28 (Ji). But 
Oa- (J) = Joma and the function J, is one-to-one too, hence ©“w,~ = Wa—=Wa- 
It follows that Gama =a. 


*8 4.5.5 remains true even if we write a instead of a 1 and it can be proved 
that Od& x p< @,. It is obvious that a more general theorem may be formulated and 


proved instead of the special cases proved here. But we are not in the need of such a 
general theorem. 
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As5xT.* 
Gla = &6.On for a € W()), 
lf @<&, )Oe=O'8.USGy for ae US (a), 
Ga = Gf. USGy for @é W (Ji). 
G'a=Gs.0=0 for e€ Bf), 
If e2§, jOa—G.U,.6%— for «€ B(J,), 
Ga=G'f.U,.6%E for @é Un) 


where = Ki‘a, y—K,a, a=J£<8, vy) (i=9, 10, 11). 
Proor. If @<&, then @‘a—ga by 4.3.4 and 8, ySa<éE by 4.1.6 


and the statement follows from the definitions 4.3.1, 4.3.2. If @=é&, the 
theorem is true by 4.3.3 and 4.3.4, taking into consideration that q“&— GE, 
4.5.8.* If, in particular, the parameter € is equal to a cardinal number 
Ms, then 
ay Oe On, 
if Mar ({8, 7})<oo=§, OY <8>= OB. UGLY, 
Gfiu\<By> = G8. U,G‘y; 
GY <by> = G'8.0=0, 
if Mar ({87})=os—§, {GY Cy = G6.U,.G“as, 
GU <ey> = GS. U,. Gas. 


4.5.8 follows immediately from 4.5.7, taking into consideration that 
Mar ({P7}) < wa=JiéiCy>< wa for i<12 by 4.1.6 and 4.1.7. 
4.5.9.* If E—a5:; and @<aei1, then Dd'a <a.” 


Proor, The property of ¢, @<@si:1DOd'@<5i1 is to be proved by 
induction on @. Suppose that the statement is true for every @<a@ where 
@<s:1. From the assumption ¢<a it follows that @<ms;1, hence Oo e< 
<@5:1. Consequently, Od“¢ Gas;1 and Ode Sa@<o:1 by [1], 8. 26 and [1], 
8.31. Then by 2.1.10 there exists an ordinal number y (y<@sii) such that 
Do“acy and by 4.1.8 we may suppose y € W(/). Hence eC G“ Ores 
CO(y = Gy. Mar({y0}) being less than wi1, GU<~0O>=—Gly.On by 
4.5.8. Put x=G‘y.On. Dd XSh\<yo><si1 by 4.1.7. It is obvious that 
a <x. But x is the intersection of two complete sets, is complete by [1], 


29 4.5.9 remains true if we write 6 instead of 6 41. More generally, it remains 
true for arbitrary £ and w, (not depending on &) even if the operation X.On is omitted 
from the construction of the function ©. However, we do not need this general theorem 
and the proof of 4.5.9 is more simple with the help of the operation X.On. 


6* 
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6.6.5, and therefore x, as a set of ordinal numbers, is an ordinal number, 
too, by [1], 7.1. It follows that either aé€x or a=x. But Od'x<mei1 in 
both cases implies by 4.3.10 that Oo'a<meis. 

4.6. In this section we are going to define the functions A, k already 
mentioned. 

First we define a notion §(U,, X, Y) as follows: 

4.6. 1.* DEF. h(U,, X, Y)=U, Sn oxivis. Un,(U4). BU) ER (x). 

4.6. 2.** (Ju,) h(a, 4, 7). 

PROOF. @, ==) and 2% — 38). By the assumption of the Theorem 1, 
2° = Sh2y21—=Oxivi1. But 2**, being a cardinal number, is an ordinal num- 
ber, hence 37:12". By [1], 8.24 and 8.1 there exists an w such that uw 
is one-to-one, D(u,) = 2", and W(m)—P(m,). Put w—=uUtorivii. It is 
obvious that §(u,, 4,1) holds. On the other hand, (4u,)b(u, 4, ”) implies that 
Oniyiis ¥(o,) = 27%, hence we have 

4.6.3.% (4u,)h(th, 2, V)=2" = Naivis. 

Let h denote a set for which §(h,2,¥v) holds. Such a fh exists by 4.6.2 
and A is a one-to-one mapping of the set m;,;: onto a subset of Y(@,). 

Now we define f(U:, X, Y) as follows: 

4.6.4.* Der. €(U2, X, Y) =U Fu oxiyvis.(@)(e € @xivi1D D(U,‘a) = 

= 0. W (Usa) = @. Uno (Usa). Rel (Usa)). 
4.6.4. 1* (Ju,)f (us, A, ). 
Proor. Let A be a function defined on the class V—{O} which asso- 


ciates to every non-empty set x one of its element. Such an A exists by 
axiom E. Let B be the class defined by the formula 


(<xy> € BS(2)(z € x= D(z) = Y. WZ) = Y-Un,(z). Rel (z))). Rel (B). 


The existence of B is assured by M, [1]. But if y is arbitrary, there exists, 
by M, [1], exactly one class X such that 


(1) (z)(z€ X=D(z) = y. Wz) = Y.Uno(z). Rel (2). 


If X satisfies (1), then z2 yxy for every z€ X, hence XC¥(y x y), and 
therefore X is a set by [1], 5.12 and 5.18. 

It follows that B is a function which associates to every set y the set 
of all one-to-one mappings of y and y. Put C—A|B. The set B‘y is non- 
empty for every y by [1], 8.24, hence %W(B)C D(A). Therefore C %n V and 
C‘y€ Bly, hence D(C‘'y)=y, W(C*y) = y, Uns (C'Y), Nel(C‘y) for every y. 
Uy = Ctoivir is a set and f(u, 4, v) holds. 
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Let k denote a set satisfying f(k, 4,7). Now we make the convention 
different from that used in Section 3. If the sign of an operation depending 
on the parameters U,, U,,&§ appears anywhere without writing out its argu- 
ments, then it denotes the value of this operation for U,=h, Us=k, 
b—®aivi1, & 2.: G=—=G(h, k, Orivit), Mt= MA, k, Oayyi1). Corresponding 
to this convention the subscript Xt indicates the relativization with respect 
to the model 4 and x, y,...,X, Y,... denote the set — and class — vari- 
ables of this model. 

Now we are going to prove that h,k are M-sets. We need some pre- 
liminary results. 

4.6.5." If @<@aivi1, then ASe@ EM and Od h6a<ariyss. 


Proor. Aa € WA) and thus A°@e€ B(on) by 4.6.1, hence h'a Cay. 
O,<@r47i1, and therefore Od°@,<onrjyi1 and Od@<a@aiyir by 4.5.9. Put 
B= Od‘, y= Od‘a. Then GP=—a, Gy =a by 4.3.7 and GY <eyo= 
= O89. A Gy = o,.h°a =h'a by 4.5.8 and thus A@EM. But fi <by>< 
F-34731 by 4.1.7, therefore Dd‘h'e< aaiyii. 

4.6.6.* If @<opiyi1, then k@ EM and Or’ Kae<@rziyis. 


Proor. k’aGaxea@ by 4.6.4. ca by [I], 8.26, hence @ being an 
ordinal number we have Dd'@<a,i,;1 and Od’e<a@aiyit by 4.5.9. Then 
by 4.5.5 there exists a @<a;i,i1 such that ex@CO'P, Put y= Oda. 
Then y<,:,i1 and Gy =a by 4.3.7. Hence G/,,°<6y> = G6. K G'y =K a 
by 4.5.8. It follows that A°@ eM and using 4.1.7 8, y<q@a;,i1 implies 
Do Ka <wazyis. 

4,6.7.°* hOG“ars5i1, KE G“@azyis- 

Proor. fA and & are functions defined on a,;,:1 by 4.6.1 and 4.6.4, 
thus the elements of A and & are the ordered pairs <h°@a@> and <k‘ae> for 
@<:y:1, respectively. But h°a, ke are elements of IN and Od‘e, Doha, 
Do kKa<onrivit by 4.5.9, 4.6.5 and 4.6.6, hence <hwa>€ M, <Kaa> eM 
and Dd'<A@a><aririt, Od<KMaa><@rivir by 4.5.2. This means that 
<Naa> € Gorinis, Kad € SG oririr, hence h, ko Oarjrit- 

4.6.8.** h, k€ Mi. 

PROOF. Mtar ({@.31:10}) = @aivit, Orivis € Mi(Jo) by 4.1.7, and there- 
fore G'arsy:1 = S“onrivis by 4.3.14. We get from 4.5.8 


GY <0 5 7510 = Orivis.A. GConrivis, 

OY. 47310> = Gonairis kh. Gori vir. 
It follows from 4.6.7 that GY “anrivi10> =f, GYa'<orivi10>=k, and 
therefore h, k € Wt. 
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Now we are going to prove that the model determined by the class MW 
satisfies axiom E. The notions X€ Y, Gm(X), Un(X) and the operation 
<XY» being absolute with respect to 4m by 2.2.5, 2.2.7, 4.3.11, 4.3.16 
and 4.3.17, we have to prove 

4.6.9.**(E)m 3 (4A) (Un(A).(X) (~ Em(X) D GY)(KPX € A.V € X))). 

Proor. The operation %8(U,, U,, Z) is absolute with respect to 4m by 
by 4.3.11, 4.3.16, 4.3.17 and 4.4.9. But h,k,@iri1 being M-sets (A 
and k by 4.6.8), the class 8 = 3(h, k, oxivii1) is an Vi-class by the meta- 
theorem AB,. 

The Ni-class A= 8 satisfies (E)». In fact, A8 Fn(M—{O}) by 4.3.13 
and %8°x € X for every x € IN—{O}, i.e. for every x, provided ~ Em(x). It 
follows that MUn(28) and that for every non-empty x there exists and yj, e.g. 
= 3'x, such that <yx>€ U8 and ye x. 


4.6. 10.** Wi(M), i.e. the axioms of S* hold in dy. 
4.6.10 follows from 4.3.17 and 4.6.9. 


4.7. In this section we are going to prove that the class i satisfies 
the formula (+) and we are going to reduce the proof of Theorem 1 to the 
proof of a theorem analogous to GODEL’s theorem which asserts that V—L 
implies («) (28* = Nii). The proof of this theorem will be given in Sections 
4.8, 4.9, 4.10. 

We have proved in 4.6.10 wi(Mt), and therefore the relativized of the 
concepts defined in +* exist and the relativized of the theorems proved in 
SX" hold. Xi is complete and almost universal by 4.3.11 and 4.3.16, con- 
sequently the concepts listed in 2.2.5, 2.2.7 are absolute with respect to 
My, and the equalities 2.2.6 hold for Yt. We shall make use of these facts 
without referring to them. In what follows instead of “absolute with respect 
to dy” we briefly say absolute. First we need some preliminary results. 


4,101.5" Hao” nate Oe 

PROOF. Uy 0=(AW)(D(w) = a. WW) =F. Un, (W). Rel ()), since I~ v= 
= (Aw) (Dw) = a. Ww) = +. Un,(w). Rel(w)) by [1], 8. 12 and Un.(X), Rel(X), 
D(X), W(X) are absolute. 

Hence # ~»v implies 7 ~7. 

4.7.2.%* NON». 

Proor. N&On by [Il], 8.22, therefore, On being absolute, NGM. 
Hence we have to prove that x € N implies x € Ny. 


; X€ N= Orbd(x).(u) (uexD~u~x) (see [I], p. 31). It follows that 
X € Nm=Ord(x).(a@)(@€ XD ~ A—yx). Suppose ~XE Ny. Then either 
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~ Ord(x), hence ~ x €N), or there exists a @ such that 7x and ae x. 
Hence #~<X by 4.7.1, and therefore ~x €N. 


2. tee ented Non pn On; No'a@ = Na. 


PROOF. X $n On by [I], 8.57, and therefore Ny%nOn, since Xn VY 
and On are absolute. Further Ny Q8omz.m, 2» (On, Ni) by [1], 8.57, 
|X Some, s(¥,Z) being absolute by 2.2.8. It follows that G—WN|Noi is a 
Strictly monotonic mapping of the class Nx onto N, i.e. G'8<G‘y if Pay, 
| B, A < Nx. 

On the other hand N’—= N—wo, hence N= Ny—o and thus N’CN% 
by 4.7.2. Therefore by [1], 7.611 G°@=@ for every BE Nh. Put P= Noe. 
Then GEN and Goe@= GoXoe = N((Not (Nn) = Naz f= Nola. 

lea yey if <i 51 

PROOF. y~m ¥ =(4¥)(D(W) = 7. BW) = 7. Un, (W). Rel (w)) by [1], 8. 12. 
ky € MN by 4.6.6. Put k°vy—w. Then Dw)—y, Ww) =—7, Un,(w), Rel(w) 
by 4.6.4. 

Now we can prove that 9t satisfies (+), i.e. 


4.7.5." ¢ShtvilD Nea fa= Xa. 


Proor. The formula appearing in 4.7.5 being normal we may prove 
this by transfinite induction on e@ N'O=a, NXm'0O=am, hence w being ab- 
solute we have 8'O= &»'0. XY being absolute, m= N»‘'OSNo‘e, for 
every a, hence Ne is infinite. Therefore Naa = ‘0 for a 0. Suppose that 
@ is the least ordinal number for which Ny“e@#WN‘a. We have to prove 
that @=2+¥y +1 leads to a contradiction. 

Put y= Naa. y= Na by 4.7.3, hence y< Na =NA+y4 1 —oriyit. 
It follows from 4.7.4 that yomy, i.e. Nm °@xmNd where d<a, since 
y<w‘a. On the other hand, 6 being less than @, X‘O— Ny ‘0d, hence 
Nol@ Ym Nx6d in contradiction to the fact that the function W is strictly 
monotone. 

A.7.6.** ba (h, 4,7). 

PROOF. bx(U;, X, Y) =U, FnNy XF VF 1.Un(U,). B(U,) SPN X).M 
by 4.6.1, and thus we have to prove that the formulas A¥n NA + v +1, 
Un.(h), W (A) SF B(NxA). Mt hold. 

The first formula follows from A $n @ai,i1 using 4.7.5 for e=A+v+], 
while the second follows directly from (A, 4,7) too. As to the third one it 
also follows from (A, 4,7”) using 4.7.5 for e=4 — taking into considera- 
tion the equality Bn(X)—=8(X).Mi and the inclusion W(A)CM (4.6.5). 


4.7.78 (288) = Nand $7 £1. 
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Proor. 4.7.7 follows from 4.6.3, 4.6.8 and 4. 7.6. 

4.7. 8.** (J it;) (4 TE») (Vay = Mix (ah, Us, Nod is V 43 1)). 

Proor. h,k EM by 4.6.8. Put =A, t,—k. We know that Vy, = 
—=M= MA, k, Orivi1). On the other hand, I(U;,U,, Z) being absolute 
with respect to Ay, by AeA ie “we have Hi(A, k, Mrivit) = Min (A, k, Orivi1) 
and taking into consideration that No°A+7+1——@n:iyi1 by 4.7.5, we get 
that Vo, = Mean (h, k, Noy lA +y A 1) and thus 4.7.8 is proved. 


4.7.9.8 (c) (8) (Aun) (Aus) (V = Muy, to, Naipis))D 
D(0)(0<@4+6 4152" = Naiais). (WE 4 P< wD 2 = Nuss). 


We are going to prove 4.7.9 in Sections 4.8, 4.9, 4.10. Now using 
4.7.9 we finish the proof of Theorem 1. 


4.7.10." (e)\(ASe<A+v+1 D (252%) = N'A + v + 1). 
(u)(A +vSud (2*'"),, = No Su + 1). 


Proor. The axioms of »* hold in the model 4, hence the relativized 
of 4.7.9 holds too. Therefore we have 


(a)(?) [(3 i,) (J iy) (Va = Yio (i, Uy, Noba@ as B ee 1)) =) 
D(0)(0<@ + 6415 (28”"%)m = Noa + B+ 1). 
(uU)(@+8<ud (28),, = Nou + 1)] 


by the absoluteness of the concepts appearing without the subscript Dt. It 
results that 


(4a) (4 a)(Vx = im (,, th, Nux2 4 7 +1))D 
D(e)(o<htv 4 153(25"%)y <= NA tv +1). 
(uh tr < ud (28®)y = Nn Ge + 1) 
holds too. On the other hand, 
(3d,)(Aa,)(Vax = tx (dy, de, Nw + v + 1) 
by 4.7.8, hence we have 
()@<h4 74 1D (2% )y = Nod bv $1). 
(U)(A + 7 < Dd (28) = Nou + 1). 
Comparing this with 4.7.7 we obtain 4.7.10. But 4.7.10 means that ® 
satisfies (-+ +) and (+ + +). Now by 4.3.11, 4.3.17, 4.6.10, 4.7.5 and 


4.7.10 the class Wi—=IM(A, k, wa;yi1) satisfies all the requirements of Theo-- 


rem 1 and thus Theorem 1 is proved, provided that the proof of 4.7.9 will 
be carried out in >*. 
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4.8. PROOF oF 4.7.9. 

Let 4, v be two ordinal numbers for which (4u,)(Ju,)(V—M(u,, us, o a) 
and let A and k denote such sets for which 

lV a CHK, yey 21). 
We have to prove, using (—), the formulas 

—) @<4474 152% =Niir:1), 

(———) A+ rsud2™ =, 31). 


We need several preliminary results,” but before proving them we sketch the 
idea of the proof. As we have already mentioned, theorem 4.7.9 is the ana- 
logue of the theorem proved in [1], VIII, that VL implies the generalized 
continuum hypothesis. The proof of this theorem in [1] is based upon the 
auxiliary theorem proved in [1], 12.6. It is obvious that we have to prove 
an auxiliary theorem similar to [1], 12.6. But, in [1], 12.6 it is essentially 
used that the fundamental operations §;(X, Y) (i=1,...,8) used at the con- 
struction of the function F are very simple and of constructive character. Our 
operations used at the construction of the function © (especially the opera- 
tions g;) and q,,) have not all the properties of the %,’s needed to the proof 
of [1], 12.6. However, for the @’s greater than m,;,;; our function G is con- 
structed quite similarly to GODEL’s F, and therefore we can prove a theorem 
similar to [1], 12.6 formulating some further restrictions for the sets of ordi- 
nal numbers m and m’ appearing in [1], 12.6. 

However, this would only enable us to prove the formula (— — —) for 
u>A+-y, while for the proof of (——) we need a further generalization of 
[1], 12.6 which deals with the “isomorphism” of the functions (A, k, &), 
(A, k, &) where &, & may be different ordinal numbers. This theorem will 
be given in 4.9. We mention that using the assumption (—) we may always 
use the theorems proved in Sections 4.1—4.5 for every i-set as theorems. 
valid for every set. 

We introduce the following notations. If %(U,, Us, Z) is an arbitrary 
operation defined in Section 4.3, (h, k,§) is denoted by Ye. If, especially, 
S—@:711, then W3541— W. 

We need the following definitions. The class X is said to be §-closed 
if it is closed with respect to G<, K,, K, and with respect to ove imas. ti- 
adic relations. G{o3(X): denotes that X is §-closed.” 


30 Every theorem proved in 4.8, 4.9, 4.10 may depend on the assumption 


V=MN(h, k, @,: 431) . 
31 In accordance with the above made convention Glos(X)a,;,;;, 1s denoted by 


@{os (X) and we say briefly closed instead of w,;,,;,-Closed. 
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4.8.1. DEF. Gl03(X)¢= Glo3,(X, Cg). Clo3, (X, 7). Cl08,(X2, Ko). 
 Cl08;(X, Jo)... Clo33(X, Jn). 


The closure of a class X with respect to G;, A,, Ky and with respect to 
Joy.) Jn as triadic relations is denoted by [X]s, and is said to be the 
E-closure of X ([X]o,;,:,=([X]). 


478.2. DEF. [Xi — [X]ocg, Ki, Ka) (Jo, ---) Ju) 
4.8.3. G {a= G,z{@ if @e<§ and «<§&. 


PROOF. Ge'a—age'a, Ge{e—q;,{a by 4.3.4. But if e.g. &<&, then 
ge, = 92,t& by 4.3.2. 


4.8.4. Clo3(X)¢. Clo3(V)¢ D Clo3 (X.Y). 
PrRooF. 4.8.4 follows from 2. 1. 12. 


4.8.5. The &closure of a set x is &-closed, xC[x]Je and [x}e—x, 
provided x is infinite. 


PRooF. 4.8.5 follows from the definition 2.1.13 by [1], 8.7.3 using 
that ©, Ki, kK, and J,..., fi are functions. 


4.8.6. If ml On and m’'COn; m, m’ both closed with respect to Ki, Ky | 
and J; ((=0,...,11) as triadic relations, and if G J8omz, 2(m, m’), then G is 
an isomorphism for the triadic relations /;. 

PRooF. Similarly to [1], 12.5. 


4.8.7. If m@On and m is closed with respect to K,,K, and /; 


(i=0,..., 11) as triadic relations and GQ8omp, 2(m, %), then # is &-closed 
for every &. 


PROOF. We have ©;‘@=«@ for every @ by 4.3.20, hence & is closed 
with respect to G:. The fact that % is closed with respect to Kj, Ky and ji 


{i—=0,...,11) may be proved as the analogous theorem in [1], 12.4. The 
details of the proof are left to the reader. 


4.8.8. Suppose n©On, n<o;,:1, then there exists an m (mC On) 
and a &§ such that 


a) n&m, 
b) m is closed, 
C) M<Mitgs, 
d) mM: hivti = 6, 
and as a corollary of a), b), c) and d) & is closed, E€ Wf.) and E<a@yiyi- 
PRoor. We consider a function f defined on @ as follows: 


f xno, 
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fo=n, 

Rial = [S(fU. waivis) +fY]. 

Such an f exists by [1], 8.45 because by M, [1] there exists a function G 
for which Oxo (Sis one) x] for every x, since the operations X-+ Y, 
X.Y, S(X) and [X] are normal and x+y, x.y, S(x) and [x] are sets for 
every set x and y by [1], 5.11, 5.12 and by 4.8.5. 

Put m= S(%W(f)). 

Put m= S(W(f)). We have to prove that m satisfies the requirements 
of the theorem. m&On, since Y8(C)< On, W(K,) < On, W(K:)< On, WJ;) On. 

Ad a) f‘l<m for every 1, hence f(O—nem. 

Ad b) f’cfl+1 by 4.8.5. It follows by induction on s that /<s 
implies f'7<f‘s. Now m is closed with respect to ©, K,, Ks, because if u € m, 
then there exists an / such that ué/‘/, and therefore Cu, K,{u, Kyou € fl +1, 
hence Cu, K,°u, Ku € m. On the other hand, if a€m and v€m, then there 
exists an / and an s such that wé€ fl, véf's. We may suppose /=s. Then 
uéf‘s holds too, and therefore /i‘<u,v>€f's+1, hence J;<ux>€m_ for 
r=—0O,...,11.. Thus m is closed. 

Ad c) First we prove by induction on / that fU<@azyi1. f(O—=n and 
1 < @ji7i1 by the assumption. Suppose fl < @ai,i1. Then fU.oniyi1 < Onivit 
Bye (11 8.28. But f.@xisi1S@.iyi1, hence by 2.1.10 .-there éxists a 
O<@jivii1 such that f{l.a@,:7:1C 0.” It follows that ©(f/.a,:,31)S0, hence 
S (fl. Onivii) <0 < M,iri1 by [1], 8.26. Therefore S (fl. Orivisy tf < Mrivit 
by [1], 8.63. Finally, it follows from 4.8.5 that f7+1< :,:1,” and there- 
fore f'l<@,:yi1 for every J. It follows by [1], 8.64 that msa,;,xo0= 
= Wiriy < Wijvil- 

Ad d) We have to prove that m.@,;,:1 is an ordinal number. By [1], 
7.1 it is enough to prove that m.m,;,:1 is complete. Suppose uw € m.a@ajyit. 
Then, o,;,:1 being an ordinal number, uGa,;,;1, hence we have to prove 
that wcm holds too. But if w€m.a;,31, then ué€ fl for some J, and there- 
fore u<S(fU.oniri1), hence ucf'l+1 by 4.8.5, and thus wom. 

Put. m.@rivii=6& Then §€28(/,) by 4.1.6, § is closed by 4.8.4, 
Oxivit being closed by 4.1.7, and E<o;,;1 implies §<oriris. 4.8.8 is 
needed to the proof of (— —). It is obvious that 4.8.8 remains valid if we 
write any “regular” cardinal number instead of @:yi1. 


4.9. In this section we are going to prove the generalization of [1], 
12.6 mentioned in 4.8. First we state it in the following form which cor- 


responds to [1], 12.3: 


82 At this point the regularity of the cardinal number ©, ;,;, is essentially used. 
33 It is obvious that we may suppose 7 to be infinite. 
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4.9.1. Is the set m<On closed, and is # the ordinal number for which 
there exists a G such that GSsome,x(m,%), then if there exists an ordinal 
number — such that m.@z;,;1—6§, then (abbreviating G‘e by @’) 


(Sa € O B= Ga’ € G8’). (Gla = OB = Ga’ = GP’) 
for every @,f€m. 
But it is more convenient to prove the theorem in the following sym- 
metric form which corresponds to [1], 12.6: 
4.9.2. If m,< On, msc On and m, is §&-closed, m, is &-closed and 
there exists a G such that GQ8ome, n(m,, m.) and m,.§;—=m).&, then (if Ge 
is abbreviated by @’) 


(Sg) a € (S- ( 8 — (S¢,' a c (Sg,' 8’).(Ge,‘ Ee= Orn p= (Se, a = Sz, 8’) 


Si | 


for every @,@€m,. 

4.9.2 is the theorem corresponding to [1], 12.6. The assumption 
m,.§, == m,.& assures that the parts of m, and m, for which Ge, and Gg, are 
defined with the help of operations of different character from the fundamental 
operations are left fixed by the mapping C. 

First we prove that 4.9.2 implies 4.9.1. Suppose that the conditions 
of 4.9.1 hold for m, 3, wazys1 and’§ Put m,—m, m=, & = @i3531;5— 
Then m, is &-closed by 4.8.7 and m,.§,=m.@iivi1=§=—6&. But § being 
a subset of m, is a subset of ® by 2.1.8, hence &—§&.9—6,.m, 1. & 
m,.§;=m,.§&. It follows that the conditions of 4.9.2 hold for m,, ms, §, & 
and thus 4.9.2 implies 4.9.1. 

The proof of 4.9.2 is quite similar to the proof of [1], 12.6. The 
theorem is to be proved by induction on 7) Mar({@s}), i.e. we have to 
prove 


(a)(8)(Mar({eP}) = n.@ € mM. BE MD (Gea € Ge B= Gea’ € G8’). 
(Gea = G8 = Gea’ = G8’). 
This expression is normal, therefore we can apply induction by [1], 7.161. 
Now for the same reasons as in [1] we have to prove that 
1. Gea € Gen = Ge,“e’ € Ge0/, 
2. Gen € G8 = Ge,7/ € Gz,8, 
3. Gea = Gey = Ge,(a' = G7’ 
under the hypotheses that 7 €m, and @, @€ m,.n and 
L GeSa € Ge B= Gea’ € Gee", 
Hl. Gea = GB = Ge’ = G8" for a, P€ m,n. 
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In what follows in Section 4.9 everything depends on these induction 
hypotheses. 


We introduce the following abbreviations: 
oa Be L236 G , 
Gem =n, Gim=r, Ge (m.n)=ty, Ge(m.17/) = ray. 


Now we can define a one-to-one mapping H of iy Onto fo, by 
H = © ;,|G|Gz, i.e. H’x = G_'a’ if X= Wea, @€ myn. Because of the in- 
duction hypothesis II, H is one-to-one. Because of the induction hypothesis, 
Hf is an isomorphism with respect to E. Note that the hypothesis of theorem 
4.9.2 and the induction hypotheses are symmetric in m,, m,; &,& and ae 
so that whatever is proved from them wall also Hold “it “M15 7; 115 Ti;, Os 1 
are interchanged with me, 7, f2, fey, G*, H™, respectively. 

Now the following theorems are ib be proved literally in the same way 
as the corresponding theorems in [1], therefore we omit the proofs: 


(1) 7 is closed with respect to the fundamental operations. 
toh eT, S07 XE mm, 
Pe Xe (a X.7, == 0, 
ale CV ok, OCT, XY COX, VER; “YD ECHDs y, 26K. 
ayer yx Or cer, if f= 5. 
(SY ChixeVCH-X DY Chin. 
(6) ye Ge nye nDy €Eny. 
C1 Xk Veit, A.C ti, XP © fig X,) C Sin, SXVZ> C fin DX, V2 EC Ti 
(8) H is an isomorphism with respect to the relations 
eae {xy} 2 = <p> = <ayt> and. thesQ; (i=4, ..938). 
Now with the same considerations as in [1] it is to be seen that it is 


sufficient to prove 1. Wea € Gen = Gz’ € G_/ for @€m.n and by sym- 
metry reasons it is sufficient to show that 


Gea € Ge D Gea’ € Gey 

Thus we assume Ge,“e € Ge,{7 and consider the following separate cases: 

i nec. i42. Fes jo—s (f==-054, 41) 

Note that 7 €§& =7/ €§ and 7€& 277 by the assumption My B= 
—ym,.£,. In fact, m,.& and m,.& are E sections of m, and my, respectively, 
therefore we have Gf m,.& =/f 1m, by 2.1.8. aoe 

On the other hand, 7 ¢€28(/i) implies 7/€W (ji) by 4.8.6, hence 
7 EW S)—h=N € W(Ji)—§ for i=0,..., 11 


362 A, HAJNAL 


Ad 1. 1 €&. Then 7/€& and @<&, since e< yn. Thus ' 7=77,(@ = @ 
and « <&, therefore Gea = Gea’ and Gz = Ge,"7/ by 4.8.3. It follows 
that G¢a’ € Ge,47/. 

Ad 2—10. The proof is the same as in [1] for the cases 1, 2, 3, 4, 5,6 
(see [1], p. 60), using the results (1)—(8) listed on p. 361, taking into considera- 
tion that G(X, VY); = i(X, Y) for i=1,...,8 by 4.3.1 and 4.3.3. 

Ad 11. 7 € W(/.)—&. In this case our statement is obviously true, since 
®: a € G7 is false for every @ by 4.5.7. 

Ad 12—13. 1 € W(J)—&, ((=10, 11). Then 7/ € BWY)—h, n= SCY, 
n! =IkK<8'y’>, Bye m.n by 4.1.6 and 4.8.6 and 

Ge = Ge 8.8. Ge,“§, ; Ge, ve — Ge60'.s.Ge,“E, 


by 4.5.7, where s=h or s=k if i=10 or i=11, respectively. Gee € Gey 
implies that 
(0) eae Ges, (00) Gelees, (000) GeSa@ Ee GS. 

But then there exists, by (000), a 0,<§ for which @¢‘a@—G,0,. Put 
0=Obd_"G;a. It follows by 4.3.10 that d<§&. d€m, by (2). We get 
O€m,.n and 0€m,.&,. Hence d0—0’, 0’€&, and therefore Ged = G0" 
by 4.8.3. Gza = @G;'0 by 4.3.7, hence G¢,‘a’ = G;,60" by IL. 

It follows that 

(0) Gz.a € G;,{8" by (0) and I; 

(00’) <,S@’ €s by (00), since it follows from the above proved state- 
ments that Ga = G,‘q@’ ; finally 

(000’) Gg,’ € G;,&, since Gea’ = Ge,“0’ where 0’ € &. 

But (0’), (00°) and (000’) imply G¢_6e’ € G47’. 

4.10. In this section we are going to prove that (— —) and (— — —) 
follow from the assumptions of 4.7. 9. 

4.10.1. If w2zA+vel, y<@ui, ye Wf) and ucG“y, then 
Dolu< Onis oe 

Proor. There exists a 0 such that u=—@d (by (—)). Put 
a= Mar ({y, @raivi1}) + {0} and m=[a]. Then a= Mar ({y, Onirit}) = 
= Mar (ty, Orivis}) by [1], 8.63, hence @<@,;1 by the assumptions. There- 
fore M< @uj1 by 4.8.5. 

By [1], 7.72 there exists an ordinal number # and a one-to-one mapping 
G such that GQsomy,n(m, %). Put E—=aaiyi1. Then M.0):9:1==6. holds 
SINCe @ivii Sm by 4.8.5. m being closed by 4.8.5 we can apply 4.9.1 


tO § = @aiyii. 


“4 Theorem 4.10.1 corresponds to [1], 12. 2. 
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We have Gace O'P= Wa’ € WP’ for every @,8€m where G‘« is 
abbreviated by «’. On the other hand, ym, and therefore y is an E-sec- 
tion of m. It follows that y= and ea’ for @<y. It results that Owe 
€ Gd = Ga € GS" for every e<y, i. e. OI.Gy = GW’ .Gy, But y € WJ). 
and so we have OO. Gy =u. $=m<oy,;1 and 0 €Y, hence Odu<ans1 
by 4.5. 2. 

4.10.2. @#)A4ivi1spr> 2 —y,;1). 


Proor. 2°*= Nii by 2.1.15, and so we have to prove that 2 =Ny:1 


for u=A+741. OO, =, by 4.5.6 and thus 2%*— 3(G“w,) by 2.1.16. 
On the other hand, @@,:;=WNyi1, therefore by [1], 8.28 it is enough to 
see that B(G“m,) <G“o,;1. Suppose u€ B(Gw,) and put y—o,. Then 
B2A+V41, USB y, EWS) (4.1.6) and y<@yi1, hence Odu < wy: by 
4.10.1, i.e. u€ Gays). 

Now to prove (— — —) it would be enough to prove 24+” — \;;,:1. But 
the proof of this equality is somewhat different from the proof of 4.10.2. 
We shall prove it proving (— —), and just the proof of this equality makes 
the main difficulty in our proof. The generalization of the mapping theorem [1], 
12.6 formulated in 4.9.2 which deals with the “isomorphism” of ®¢,, Gc, for 
different & and & is essentially needed only in this part of the proof. 

First we need the following preliminary result: 

4.10.3. If uc Gy, y<o;iri1, then there exists a §<a,:,:1 such that 
Dodou <Op:yi1. 

Proor. There exists a 0 such that u—G‘d (by (—)). Put n=y-+ {0}. 
Then 27 < @:vi1 by [1], 8.26 and 8.63. Therefore by 4.8.8 there exists 
an m<On such that nom, and consequently yom, d€m; m is closed, 
im <iv:1, furthermore there exists a § for which m.a@ji7i:1=§ §<@aivit, 
E€ Wh). 

By [1], 7.72 there exists a # and a G such that GJsomz,x(m, 4). 
We can apply 4.9.1, thus we have 


Ga € OB = Gea’ € G6" for every a, PE m. 


— being a common E-section of m and # similarly as in 4.10.1, we get 
Baot=@¢ <E and ¢<E>a=—e. 
But yom and ySoriris, hence y 6. It follows that 


Ga € G0 = Ga EGO for every cEcy. 
But Oa —Gsa for @<&<onriyis by 4.8.3, and therefore 


Ga € Gd = Oa € G0’ for every e<y. 
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This means that W'd.G7—= W¢0'.G"y and using uc Oy it follows 
that wu == G7.G0". On the other hand, using again that O'e=G¢'q@ for 
every @<&, we have Oy = Gey S Ge"'E and €€ WJ) implies GE = GEE. 

Thus u = GE. G60". 

But 0° € 9 and F=m<orivis, hence O’<onaiyir1 and E<@iyis. It 
follows from 4.5.2 that Od¢e'u < mj;,i1. 

4.10.4. Od Ga < onsvig for @,& < Maivis.” 


Proor. If for an @ in question there exists a y<@aiyi2 (vy € W(h)) such 
that Ga € Oy, then Od' Ge < m:,:2 by 4.10.1. Hence we have to prove 
that 

(&) (@< Omeniee Oates Y)(¥<@rivi2-7 c Wf). Ge & &y)) 
holds. 

This expression being normal we can apply induction on @. 

Suppose that this is true for every 6<@ for an @<@:yi1. By 4.10.1 
it follows that Ye“ a@ © G“o,:,:2. But then GSe¢ <G“o,;,;2 by 4.3.9. 

Put a= G,‘e. Then Od“acan;yi2. But @2=anivi: by 4.5.4, hence; 
Od being a function, Od“a So,;;,:1. It follows from 2.1.10 and 4.1.8 that 
there exists a y<aniyi2 (vy € W(/)) such that Od“ac y. But then Goes Gy 
for this y. 


4.10.5. There exists an ordinal number <¢ (2¢<@,;:,;2) such that 
Oo'u<« for every u for which there exists a y<@aiyii, uS Oy. 


Proor. We define a function 7 as follows: 
T 80 O45 ri1 (CEG E Ohi 11 D TER) = OY Gea). 

The operations X‘Y, Od(U,, Us, Z), G(U,, Us, Z)* being normal, such 
a function exists by M; [1], since On'G;‘@ is a set for every § and «@. 

We define p as follows: 

ue p=(AY)(¥ <@ijrit.u S GY). p exists by M, [1] and pS B(G“ornz>51) 
implies that p is a set. 

Suppose U¢ép. Then by 4.10.3 there exists a E<«,);,:; such that 
Ode U < Wajyii. 

Put @e=Od'u. Then u= Ga where @,&<aniyi1, i. e. Od'u € YW (T). 
But W(7T) Son;,32 by 4.10.4 and W(T) = D(T) = Oi yi = Onivir< Oise 
by [1], 8.62. Hence by 2.1.10 there exists a <on;,;2 such that W(T)ea. 
It follows that Od'a<s for every uw € p. 


® It is easy to see that 4.10.3 implies directly (— —), and therefore Lemma 4. 10.4 


is not essential. However, it seems to be more convenient to carry out the proof as we 
do it in the text. 


% At this point we have to use essentially the normality of the operations Od and . 
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410.6. (0:)(@S4 +v D2 = ity). 


Proor. Let be the ordinal number which satisfies the requirements 
of 4.10.5. Then 7 < mji»i2, hence. 7 S aniyi. . Go =o by 4.5.6 and 
282 — B(GCo,) by 2.1.16. G being a function, G@a = \i:,31, therefore it is 
sufficient to see that $(G“m,)<G “a, but @ being less than 247 +1, 
= Y<@rivi1 and the inclusion follows from 4.10.5. 

4.10.7. 2584+ = Rasy. 


Proor. 2+” > Niiyi1 by 2.1.15 and 284” = Naiyir by 4.10.6. 
(— —) and (— — —) hold by 4.10.2, 4.10.6 and 4.10.7. Thus we 
have proved 4.7.9, consequently the proof of Theorem 1 is finished as well. 


§ 5. Proof of Theorem 2. Corollaries 


We are going to define some metaconcepts. 


DEFINITION 5.1. The formula ¢(X,,...,X,) of S* is called to be con- 
structive if we can prove in +” that g is absolute with respect to any model 
dy satisfying * and determined by a complete and almost universal class M, 
i.e. g is constructive if 


+ (M) (Comp (M). Xu (M).Wi(M) D (Xi, a2) -- (Xn, a) (G(X, ar, «+ Xn, a) = 
=gu(Xi, mu... Xn, u))). 


DEFINITION 5.2. The particular class 2 (of >”) is called to be absolutely 

definable if 
+ (M) (Comp (M). Xu (M). Wi (M) Dd War = A). 

DEFINITION 5.3. The particular ordinal number 7 is called to be ab- 
solutely definable in the stronger sense if it is absolutely definable (as a par- 
ticular class) 

DEFINITION 5.4. The particular ordinal number / is called to be ab- 
solutely definable in the weaker sense if 


t (M) (Comp (M). Mu (M).wi(M).(@) (¢ S A 41D Sa'e = Ne). 3 A= A). 


It is obvious that every particular ordinal number absolutely definable 
in the stronger sense is absolutely definable in the weaker sense. In § 6 we 
are going to prove theorems concerning absolutely definable ordinal numbers. 


THEOREM 2. Are the particular ordinal numbers A and N absolutely 
definable in the weaker sense, then the axiom system >", F4,n is consistent, 
provided that the same is true for the axiom system X", Fa,n. 
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Proor. In the axiom system +", Fan, 284 => S4:n:1 is an axiom. Hence 
by Theorem 1 we can prove in >", Fay the formula 


(4M) (Comp (M).u(M).y(M). 
(a)(¢s A+N+1DNila= Nia). 
(0) (4 150<A4NF1DQ™%) = Nu 4 4N 41). 
(0) (A ENS 6D (8!) y= Nalee $1). 


Let now yi"(M) denote the conjunction of the relativized of the axioms 
of >*, Fin with respect to 4,. 4 and N_ being absolutely definable in the 
weaker sense, 4 and N are absolute with respect to any 4, for which 
Comp(M), Au(M), we(M), (e)(aS44+N41DNiba—=NGa), since 4415 
=4+N41, N41S34+N#1, and thus, taking into consideration the ab- 
soluteness of the concepts appaering without the subscript M, (0)\(4S0< 


<44+N41>3 2°), = Na 4 $N41). (O(44N Sed (2) = Nake + 1) 
is just the relativized of Fin. It follows that the theorem (4M)v}"(M) is 
provable in S*, Fan. 

Suppose now that a contradiction is derived in S*, Fay, i. e. we have 
in >", Fun a proof for a closed formula © and for its negation ~ © as well. 
Then we can construct by M, from these proofs the proofs of the formulas 

(M)(yi"(M)> Ox) and (M)(yi"(M)>~ Ox) 
in +*,Fa,n, respectively, i.e. we can construct from these proofs the proof 
of (M)(~yi"(M)) in >", Fan which is just the negation of (4M)w%*(M). 
(@ Perera E 

Applying Theorem 2 to N=1 we obtain the following corollary: 

K,. Jf A is absolutely definable in the weaker sense and 2°4=Waz 
cannot be proved in S*, then it cannot be proved in S* even if we assume 
that 2°" —W,i1 for every w greater than A. 


PRoor. 2°4 = N31 = 284 = Naiiii = Naija. 

Hence if 2°4—W4;; cannot be proved in S*, then the axiom system 
>", Fa,1 must be consistent. It follows by Theorem 2 that the axiom system 
>", Fa’; is consistent as well. But this means that the axioms 3", 
2°4— Naso, (w(A < wD 2*"—N,31) are consistent, hence one cannot derive 
2°4- Nai2 from the axioms of S* and (u)(4<u>2—N,;)). 

It is obvious from the proof of Theorem 2 that from any proof of the. 
theorem 2°4— Nai given in S*, (u)(4 <u> 2™*—N,31) we can construct: 
a proof of the formula 284 — Sie Pinyo 

A similar remark is valid for the other corollaries the proof of which 
we are going only to sketch. 
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K,. F2°4— 431 if (and only if) 2°44 Naso. 


K;. + 2°4—= Nai: if (and only if) }2°4=£2"441, provided that A is ab- 
solutely definable in the weaker sense. 

The corrollary K; has the following interesting consequence: 

It was well known that the hypothesis 2°°— 2™, called Lusin hypothesis, 
contradicts Cantor’s continuum hypothesis. But K, says for /4—O that a 
disproof of the Lusin hypothesis would give a proof of the continuum hypo- 
thesis. 

The corollaries K,, K,; are immediate consequences of the following 
more general theorems K,, K; if we take into consideration that 


Ny Ny 
24 < Narn = 24 = Nat 


K,. F284 < Naini if (and only if) F284 Naini. 
K,. + 284 < Naini if (and only if) +284 2°44N provided that A and 
N are absolutely definable in the weaker sense. 


Proor. The “only if’ is trivial in both cases. 

Suppose that one of the formulas 2°44 Na;ni1, 284-4 2"44N is proved 
in S*. This means that the axiom system +", Fi. is proved to be inconsistent. 
Then by Theorem 2 we can derive a contradiction in +", Fa,y, too, i.e. we 
have a proof of 284 < Najnii in 5". 

REMARK.” There is a well-known theorem of the set theory which asserts 
that 2°42 Naim if cf(A-+M)<cf(A), since in this case Nati> Naim.® For 
example, 2° &,,. If our theorems were valid for arbitrary M=1 instead of 
N41, corollary K, would imply, for example, 2“°<,. Naturally this is not 
the case. However, if M is of the second kind but cf(4+M)>cf(4), then 
the equality 2°4—Nuim is not disproved. For example, 2°—W., can be 
consistent with the axioms of *, but we can prove neither Theorem 2 nor 
corollary K, for this case, for we can not prove the theorem corresponding 
to 4.8.8 in this case. 

. We mention here that there is a conjecture that the continuum hypothesis 

is independent of the axiom system * in such a manner that 284 cannot be 
limited from above in a non-trivial way. Anyway our result shows in 
accordance with this conjecture why non-trivial inequalities of the form 
(2°44 284iN, 284-4 N4:yi1 are not proved in the set theory. 

We mention another group of corollaries of Theorem 1. 

37 In this remark we use set-theoretical concepts not defined in this paper. For the 
definition of cf(a) see e. g. [4]. 

38 See e. g. Tarski’s paper [4]. 


7* 
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Let g(X) and w(X) be constructive formulas. Then 
K;. + («)(8)(p(@).w(8) D> 2* <Naigii) Uf (and only if) 
t (e)(8)(9(@)-(8) > 28" # Naiais): 
K;. 1 (@)(3)(y(@). W(8) D 2" < Naisit) Uf (and only if) 
t (e)(8)(9 (a). (8) > 2 248), 
The proof of these theorems is to be obtained from Theorem 1 quite 
similarly to the proof of Theorem 2. 


The identically true formulas (e. g. X=) being constructive we ob- 
tain immediately the following consequences (writing @—1): 

K.. + (a)(28* = Nasi) if (and only if) + (@)(28* # Nai2). 

Ky. £(@)(28* = Nass) if (and only if) + («)(2%* #4 2°+}), 

Finally, we mention that applying Theorem 2 to 40, N=0O we ob- 
tain the result that if the axiom system * is consistent, then the axiom 
system S*, (@)(2°*=Nai1) is consistent as well, since axiom Fyo=— 2" = XY 
is a theorem of »*. This special case is weaker than GODEL’s result for the 
continuum hypothesis, since he reduces the consistency of >" (a) (25 = Neit) 
to the consistency of ¥, but the model, constructed in +” for our pourposes, 
has the interesting property that \, is absolute with respect to this model. 


§ 6. Supplement 


We make the following conventions. Every metaconcept the definition 
of which depends on the axiom system is to be regarded as a metaconcept 
Gr 

X, B,... denote particular classes. An arbitrary concept is briefly said 
absolute if it is absolute with respect to any model 4, satisfying the axiom 
system >” and determined by a complete and almost universal class M. 


6.1. In this section we deal with a characterization of the absolutely 
definable particular classes. 

Let 4,, be a model determined by a class M. 

We are going to define the metaconcepts 

“to be a formula of 4), and 

“to be a concept of Ax’. 

These concepts are to be defined “relativizing’ the common recursive 
definition of the formulas and concepts as follows: 


Cis (X, M), M(X,M), CCX, Y, M) 
are notions of the model 4y (for fixed M). 
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Let X, Y,... and X,y,... denote the M-class and M-set variables, re- 
spectively. X, Y,... and X,y,... are variables of the model Ay. 
Generally, if 8(X, M) is a notion of 4y, the variable I defined by the 
stipulations 
L) 91) = (A)RB(X, M) > g(X)), 
GL) e(L) = GX)(B(Xx, M).9(4)) 
is a variable of the model 4y,. 
The formula g(/1,...,7,, M) is called to be a formula of Ay if every 
concept contained in it is a concept of 4,. 
The notion B(X%,..., X:,, M) is called to be a notion of Ay if it is in- 
troduced by the stipulations: 


BCX ete kan M1) = G(X1 es Xan MM) 


where ¢(Xi,...,X,,M) is a formula of 4 and B(X,..., X,, M) is false for 
every Xi,..., Xn if one of the classes X,...,.X, is not an M class. 

The operation (X1,...,X,,M) is called to be an operation of Ay, if it 
is defined by the following stipulations: 


p(Y, Xi, -.-, Xn, M) is a formula of 4, for which 
Be) 2 (Xn)! VY) oY, X1,...,Xn,M) and o(U(Xi,...,Xn, M),X1,..-, Xn, M) 


and (Xj, ..., X,, M)=0O if one of the classes X,...,.X, is not an M-class. 

Finally, the particular class Xt is called to be a particular class of Abr if 
it is defined by g(,M) where y(X,M) is a formula of 4, and 
F(A! X) p(X, M). 

The following facts are easy to see: 

(1) The relativized of a formula or a concept with respect to 4), is a formula 
or a concept of 4), respectively. 

(2) If 4 satisfies the axiom system +* and a metatheorem like M, [1], for 
example, is proved from the axioms of >", for a certain kind of formulas, 
then the relativized metatheorem is valid for the ‘“‘relativized kind” of the 
formulas of 4),. 

In what follows L,F denote the classes defined in [1], 9.3, 9.4, re- 
spectively, and 4, is denoted by 4 as in [1]. We prove the following meta- 
theorem : 

C,. The special class % is absolutely definable in the stronger sense if 
and only if it is a special class of the model A. 

Proor. The class L being complete and almost universal by [1], 9.51, 
9.63, the class % (if absolutely definable) is absolute with respect to 4. 
This means that %,—9, hence % is a special class of J by (1). 
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Suppose now that % is a special class of /. 

This means that the defining postulate ¢(X) of % is such that p(X) 
is a formula of 4 On the other hand, it is easy to see that every formula 

of * is equivalent to a formula not containing other concepts than class 
variables and the notion X€ Y. Hence by (2) we may suppose that y(X) 
contains only L-class variables and the only notion ©(X, Y, L). 

Therefore it is enough to prove that the notion €(X, Y, L) and the L-class 
variables X, Y,... are absolute. 

Let now M be an arbitrary complete and almost universal class for 
which w*(M) holds. Let Xo, Yur, ... and Xx, Yw,--. denote the class and set 
variables of the model 4, respectively. 

First we prove that Gls (X,L) is absolute with respect to dy. 


Gls, (Xu) = Xu SL.(uy(ue LDu.Xx € L) 


by the definition 2.2.1 ot Cls,(X). Using that the notions X¢€ Y, XCY, 
the operation X.Y and the special class L are absolute by 2.2.5 and 2. 2.7, 
the relativized of Gls; (Xn) is the following: 


(Gls; (Xx) = XCF L.(um) (Ux €LDUuy.Xu € L). 


We have to prove that Gls; (Xx) =(Clsz(Xu))x for every Xx. 

uy being always a set, Gls,(Xx) implies obviously (Gls; (Xx))x. Sup- 
pose now that (Gls; (Xa))~ holds. Then XxyCL, and therefore it is enough 
to see that the implication w¢€LOu.X),€L holds for every set uw. It holds 
for every u€M by the assumption (Gls; (Xo))av. On the other hand, L is 
absolute with respect to 4, by 2.2.7, hence, M being complete, LGM. It 
follows that if uw € M, then u€Z and in this case the implication holds vacuously. 

Thus Gls; (X) is proved to be absolute. 

Now we can prove that X€,Y is absolute. By 2.2.3 XE, Y=XEY. 
.Cls,(Y).X€L. But X€ Y and L are absolute by 2.2.7, and we have just 
proved the absoluteness of @ls;,(X). Hence X €;, Y is absolute. It remains to 
prove that the L-class variables X, Y are absolute, i. e. Gls; (X)= (Clsr(X))ar 
for every class X. Gls,(X) being absolute, this holds for every X which is 
an M-class. If X is not an M-class, then the right-hand side is obviously 
false. Therefore we have to prove that if X is not an M-class, then it can 
not be an L-class, i. e. 

Gls, (Xx) =) Sls, (xX), 
Gls, (X)=XEL.(u)(uEeLDu.X € L), 
Clsn(X) = XSM.(u)(ue MDu.X € M). 


Suppose now that Gls;(X) holds. As we have already seen, LCM, 
hence XCM. It remains to prove that u.X €M holds for every uw € M. Sup- 


ON A CONSISTENCY THEOREM 371 


pose u€ M. Then uw.X€X, hence, X being an L-class, u.XCL. u.X is a set, 
and therefore, ZL being almost universal, there exists a v€L_ such that 
u.X&v. We have u.X—u.(X.v). X being an L-class, X.v is an L-set, 
hence it is an M-set too. It follows that w.X, being the intersection of two 
M-sets, is an M-set too. 

Thus the absoluteness of X, Y,... is proved. 

As an immediate corollary of C, we get the following characterization 
of the particular ordinal numbers absolutely definable in the stronger sense? 

C,. The particular ordinal number A is absolutely definable in the stronger 
sense if and only if it is a particular ordinal number of A. 

C, follows from C, taking into consideration that O(X) is absolute by 
ed. 1s 

6.2. In this section we outline the proof of the fact that the constructive 
ordinal numbers of CHURCH—KLEENE are absolutely definable in the stronger 
sense. We have to define the axiomatical notion of a recursive ordinal number. 
It is obvious that for our purposes the definition of a metaconcept will be 
necessary. 

We are going to define the metaconcept of a constructive particular 
ordinal number. 

First we need some preliminary results. 

We make the following convention: f(m...m.), q(m...m.) denote such 
operations for which f(m,..., m), q(m...m,),... are integers for every m,..., M 
fm, ..., Mm, ate integers and f{(Xi,..., X,)=0, g(%4,..., Xn) =0. if some of 
the classes Xj,..., X, is not an integer. 


Ont Are athe operations Gili, «.-) ils), Dili, ---) Mn), --, Om (itz, >... fx) 
normal, then there exists exactly one normal operation f(m, ..., 2) satisfying 


(I) {(m1, ass Ny) = q(bi(r, aioe Nx), poe hn(m1, AGTie ny)). 


6.2.2. Are the operations g(mo,..., Mm), h(m1, M1, M2,.-., Mx) normal, then 
there exists exactly one normal operation {(m,...,m) satisfying 


f(0, fa, ..., Mx) = G(Atz, « 5ttx), 


t(m Holos. aie ey m:) = h(n, {(71, Ne, spew ires no, eee ie) 


(II) 


The proofs can be carried out without difficulty (in case of 6.2.2 using 


M,) thus we omit them. 
The following formulas define normal operations: 


6. 2.3. DEF. s(n) =n +1, c(n)=0 u'(m,...,m) =m (ISISh). 
6.2.4. DEF. The operation f(m,...,/) is called to be a primitive re- 


372 A. HAJNAL 


cursive operation if it can be obtained from the operations defined in 6.2.3 
by the successive applications of (1) and (II). 

It follows easily from the definition: 

6.2.5. Every primitive recursive operation is a normal operation. 

We define the metaconcept of a general recursive operation using the 
characterization of general recursive functions given by KLEENE. 


6.2.6. Der. The operation f(m,..., 7) is called to be a general recur- 


sive operation if there exist primitive recursive operations q(m), (7m, ..., Mx, 2) 
for which 

(1) (Jn)((m, ..., mx, n) = 0), 

(2) (§(m1,..-, Me, 2) =0.(m)(m<nDbh(n,..., m,n) 0))D 


—),| ii; «<5 Me) = Uh): 
We have 


6.2.7. If the operations q(m) and )(m,..., m,n) are primitive recursive 
and (m,..., m,n) satisfies (1), then there exists exactly one normal opera- 
tion which satisfies (2). 


Proor. Taking into consideration the convention made on p. 371. the 
formula 
u€f(m,..., a) = (n)(u € g(n).b(m, ..., m, 2) =0. 
(m)(m<nDbh(n,..., m,n)#0)) 
defines a normal operation which satisfies (2). 
As a consequence of 6.2.6 and 6.2.7 we have 
6.2.8. Every general recursive operation is normal. 


6.2.9. Der. The particular class Yt is said to be a recursively enumer- 
able relation if there exists a general recursive operation {(k, m,n) for which 


(3) (k)(m)(<km> € W= (An) (F(k, m, 2) =0)). AE ow. 

It results from 6.2.8 by M, [1]: 

6.2.10. Corresponding to every general recursive operation f(x, m,n) 
there exists exactly one special class % satisfying (3). 

We define the metaconcept of a recursive ordinal number using the 


characterization of CHURCH—KLEENE’s recursive ordinal numbers given by 
MARKVALD [5]. 


6.2.11. Der. The particular ordinal number 4 is said to be a recursive 
ordinal number if there exists a recursively enumerable relation 9{ for which 


E(AX)(X Ssomy, n(@, 1). 
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Now using the metatheorems AB,,..., AB, and theorems 2. 2.5—2. 2.7 
it offers no difficulty to prove step by step that every primitive recursive 
operation, general recursive operation, recursively enumerable relation are 
absolute, so we get the metatheorem: 

C,. Every recursive ordinal number is absolutely definable in the stronger 
sense. 

It is obvious that in the same way one can prove for more general 
kind of special ordinal numbers ./ that ./ is absolutely definable. However, 
the theorems proved so far assure only the existence of denumerable absolutely 
definable ordinal numbers (in the stronger sense). 


6.3. In this section we are going to prove a metatheorem which assures 
the existence of non-denumerable ordinal numbers absolutely definable in the 
weaker sense. 

C,. /f A, is an absolutely definable ordinal number in the weaker sense, 
then the same is true for Na,—= A. 


PrRoor. We have to prove that ./ is absolute with respect to every 
model 4, determined by a complete and almost universal class M satisfying 
wWi(M), and 

(x) (4)(¢S441>i'a= Ne). 

Let M be a class satisfying the above conditions. 4),— Na‘ is, since 
_X‘Y is absolute. (x) implies (2)(@= 4:4+1DNv'a¢—N‘a), since 4,5 4. 
Thus 4; is absolute with respect to 4, — since it is absolutely definable 
in the weaker sense — that means 41y,— 4. 

Applying (x) to 4:=a we get dy= No! di = N'A = A. Q.e. d. 

* 
The following indices are to be considered as the continuations of the 


| corresponding ones of [1]: 


Normal concepts 
2.1.4 ZEX+4 Va (Aa) (46)(X=4.Y=e.ZENR(a)B)\ 
~ (Ja)(42)(X=e.Y=8).Z€X+1 

meat GleX, YyaX*yY SY eClsa, (xX, YHA oy 

Mt4 Ze2%=ZER(X) 

2. | G(s(X, M)=XSM.(u)(ue MDu.X€M) 

oy 2. 2 m(xX,M)=xXeEM 

E2-3 G(X, Y, M) =M(X, M).Cls(¥, M).XEY 
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ond Wu(X) = (u)(uS XD (Av)(v € X.uSr)) 
3.2 Kel (X) = (u)(v)(u € X.v EXDFi(u, v) EX... .Fa(u, v) € X) 
A3.1.  U€gtX, Y,th, Ue, Z) 3 2(Z).0 CRG Y) Mion deena 
U €'95(X, Y, Uy, O,, Z) = O(Z). UE X.ON 
U € Gio(X, A U,, U,, Z) = O(Z).UE (X. U; Y) 
bea Oo ILEANA = BFA RETA 185M, 
4.3.3 UE G(X, Y, Uj, Uy Z)=D(Z).U CRUX, Yom teal 
UE (S(X, iy OF U;; Z)= Ue O 
UCO4(X) YU, Uy ZS OZ) CX AAG (Us OL, 2)) 
U€ G(X, Y, U,, Uz, Z) = O(Z).U EX. U,. BW(g(U;, Us, Z)) 
4.3.5 U€EM(U, Ur, Z)=O(Z).UE B(G(U,, Ur, Z)) 


4.3.6 Ue Od(U,, Us, Z) = O(Z).((AN Gy) (U=<yx.<xy € 
€ G(U,, Uz, Z).(2z)(z € YOD~ KX € G(U,, Us, Z))) 
4.3.12 UeAs(U,, Us, Z)=O(Z).((Ax)(Ay)(U=<yx.y €x.x€ 
EM(U,, Ur, Z).(z)(O0(U,, Us, Z)’z< Od(U,, U., Z)\ yI~ z Ex))) 
4.3.18 Ueée@(U,, Ur, Z)=0(Z). 
(U€ Od(U,, U2. Z)|(AS(U;, Us, Z)|G(U,, Us, Z))) 
4.6.1 h(U,, X, Y) = U, Fno@xzyi1. Un,(U,). WU) S ¥(@x) 
4.6.4 {(U,, X, Y) = Un Xnoxiyvis.((@)(@ € @xivi1D 
D D(U,' a) = «. W(U,'a) = &. Un, (U,'@). Rel (Usa))) 
4.8.1 Cl08(X)¢ = Clod,(X, Ce). Clo3,(X, Ky). Clo3,(X, Ko). 


. Cl08;(X, I). e.0 .Gl03,(X, I) - 
4.8.2 ZE[X]}=ZE[Xoex,. Konto 


Special symbols 
pha Vy Wola Ge Sad 
PANG TR: [X] ey... 26s...) 
/Fat ay es 
rele apg? 
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Letters and combinations of letters 


325 . dy, 

1.3 N(X) 

2.1.11  Gl03,(A, R), Cl03,(A, R) 
2.2.1  GI8(X, M) 

eo. 2 Nix, M) 

22.3 C(x, Y, M) 

3. 1 Wu(X) 

se 2 acl(X) 

p. 331 = W(X) 

p. 331 W(X) 


4.1.1 S fib 9.2 ) 

4.1.2 ey, [1], 9.21 [ Note that these letters have some- 
13 i ag A Li. 9. 22 | what different meaning as in [1]. 
area eK, AK; [1], 9.24 


4. 3e1 ai(X, VA U,, U2, “) 
il, 11} 


Note that for the abbreviations 
of these operations different conventions 


Ae 33 NOG? ot Chet Oars) are introduced. The first abbreviation 
: is introduced on p. 345, in footnote 24, 


Vite sat) el saccade Gactons’4.3) 4.4 4.5, The 


| 
Ma32) «4(U,, Us, Z) 
Al eynt G(U,, U,, Zz) : second one is introduced on p. 353 and 


F is used in Sections 4.6 and 4.7. Fi- 
5 Ga ihe MCU, Us, Z) 


nally, the third one is introduced on 
AX36 Oo(U,, Ur, ray p. 357 and is used in Sections 4.8, 4.9, 
es 12! 98 (UUs Z) 


4. 10. 
21s 6(U,, Us, Z) 


4.6.1 6(U,,X, Y) 
Dpeso2: it 
BiG 4 1H t(Uy, X,Y) 
p..353  k 


Note that the letters f, k are used 

_ in 4.8, 4.9, 4.10 in another sense, and 
if there is no danger of misunderstand- 
ing, k appears as an integer variable too. 
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Technical terms 


p. 321 particular ordinal number 

p. 323 model determined by the class M 
= bell almost universal 

4.3.6 U,, U2, §-order of a set 


4.8.1 &-closed (closed) 

ASS.2 -closure 

pce constructive formula 

2.2 absolutely definable particular class 

Deo absolutely definable particular ordinal number in the stronger sense 
5.4 absolutely definable particular ordinal number in the weaker sense 


6.2.4 primitive recursive operation 
OZ. 6 general recursive operation 

6. 2.9 recursively enumerable relation 
6.2.11 recursive ordinal number 


(Note that the word absolute is used for the abbreviation of different 
expressions of the form ‘absolute with respect to...” by the conventions 
made in the text.) 


(Received 20 April 1960) 
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ON GRAPHS IN WHICH TWO VERTICES 
ARE DISTINGUISHED 


By 
A. ADAM (Szeged) 
(Presented by L. Kamar) 


Introduction 


At this moment it is elaborated no satisfactorily comprehensive mathe- 
matical theory in order to elucidate the questions of the analysis and synthesis 
of relay-contact networks. Although there appear papers frequently which 
investigate problems belonging to this field, it seems that the development 
leading to a complete theory requires yet much of labor. (The various mini- 
mization questions are accessible very difficultly by exact methods which are 
of sufficiently constructive nature.) 

The problems of this character fall to the boundaries of the mathemat- 
ical logic (especially the theory of truth functions) and the theory of graphs. 
The publications mostly omit the application of the graph theory and consider 
only certain truth-functional formulae. This one-sidedness seems to be dis- 
advantageous, we remind the reader of the similar opinion of Z. PAWLAK 
(see [7]). In order to demonstrate the success of this view we mention the 
paper [12] of B. TRACHTENBROT in which the connection of the graph-theoret- 
ical and truth-functional aspects leads to important results.” 

The problems of this field require to use jointly the logic and the theory 
of graphs. However, there seem to be useful the purely graph-theoretical 
preparatory investigations. The present article gives some theorems of this 
nature: it contains certain structural results on graphs considered from the 
point of view how they connect two distinguished vertices. The investigations 
described here were published in Hungarian language in the papers [1], [2], 
[4]. Although the subject is essentially the same, the presentation of the matter 
has many differences from the Hungarian publications. These differences 
follow from two motives. Firstly, the relative perfectness of the matter makes 
possible to give a more conscious ordering of the results contrarily to the 
particular publications. Secondly, I rely here rather on the results of TRACH- 


TENBROT [12]. 


1 See e. g. [12] or [3] concerning boundary problems of what character can arise. 
2 His former paper [11] contains a part of the results of [12] in more concise form 


and without proofs. 
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The paper consists of three chapters. Chapter I gives the introduction 
of the most general concepts. Chapter If discusses especially the questions 
of the series and parallel decomposition, its main result (Theorem 3) gives 
equivalent conditions for a 2-graph not to be decomposable into single edges.° 

Chapter III is devoted to the structural analysis of a class of 2-graphs. 
Since the paper [12] of TRACHTENBROT describes the decomposition of the 
2-graphs into irreducible ones, the question of studying the 2-graphs struc- 
turally can be restricted by requiring the irreducibility. (“Irreducible” is meant 
in the sense of TRACHTENBROT, cf. Footnote *.) § 5 characterizes the class 
of 2-graphs investigated and defines certain subgraphs in a graph belonging 
to this class. These subgraphs are: the 2-graph denoted by ©’ and the 
n-graphs named bridges. The results of Chapter III determine which 2-graphs 
can occur as @’ and describe the possibilities of joining the bridges to ©’. 
Only the inner structure of the bridges remains open to the complete de- 
scription of these graphs. 

I call the attention of the reader to the most immediate further problems: 
the question of investigating the complementary class of the irreducible 
2-graphs (cf. Footnote *) and the question of considering the bridges (cf. 
Footnotes ", *’). 


I wish to express my deep gratitude to Prof. T. GALLAI, Prof. L. KALMAR 
and Dr. G. PoLLAk for their suggestions and assistance of various nature. 


I. GENERAL PRELIMINARIES 


§ 1 


A graph is a finite collection of vertices and a finite collection of edges. 
Each edge connects two distinct vertices, named the terminals of the edge. 
The same pair of vertices can be joined by more than one edge. Each vertex. 
is incident to at least one edge. 

The edges of a graph are not oriented a priori. However, if we denote 
an edge by a letter (e.g. by k), then this edge is considered in a fixed 
orientation, correspondingly one of its terminals is called its beginning vertex, 
and the other one is called its end vertex. 


’ The equivalence of the properties a), y) of Theorem 3 was exposed without proof 
both in the paper [9] of Riorpan and SHannon (p. 84, Footnote 5) and in the abstract [10] 
of Lunrz. Essentially the same result was arrived in the paper [5] of Etcor and WRIGHT, 
I remark that the publication of this theorem in [1] has preceded their article. 
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A (finite) sequence 
Atay? iy Mey Aes. «+9 Ants An tan (n = 0) 


of vertices and edges is called an arc if the vertices Ao, A1,...,An-1 are 
pairwise distinct, and A, is distinct from each of Aj, Ao,...,An-1, and the 
beginning vertex of the edge k; is Aj, and the end vertex of k; is A, 
(for any i, 1 =i=n). An arc is called chain or circuit, according as Ap A), 
or Ao>—A,, respectively. Ao is the beginning 

vertex of the chain, A, is the end vertex of the a b 
chain; ‘“ferminals of the chain’’ will be a com- 

mon term for them.* Aj>= A, is called the fer- 


minal of the circuit. The vertices A;, Ao,..., An-1 2 

are the inner vertices of the arc. If n—O, then ele 
we speak of a degenerated chain. We make b 
no distinction between the edge k and the chain Fig. 1 


A,k, B. Two chains are said to be disjoint if 
they have no edge in common and any common vertex is a terminal of 
both of them.” 

The arcs will be denoted by Latin small letters. The terminals of 
a chain are eventually in round bracxets, e.g. a(PQ). If A and B are 
vertices of a chain and A precedes B in the chain, then a[AB] denotes 
the subchain of a a between A and B. The converse direction is denoted 
as (—1) power, e.g. a'(QP), a*[BA]. If one of the equalities k—a[AB] 
and k*—a[BA] is true for the edge k(AB) and the chain a, then we can 
express this fact by the following three manners, equivalently: 

a contains kK, 

k is an edge of a, 

k occurs in the chain a. 


If the chains a(AB) and 6(BC) have no vertex in common but B, then 
the product ab means the chain containing firstly the vertices and edges 
of a, after these the vertices and edges of 0b (in the original ordering), but 
B occurs only once in ab. 
Let there be given a subset 7 of the set of the edges of a graph. The 
graph consisting of the elements of 7 and the vertices incident to them is 
called a subgraph of the graph. 


4 We shall use the word “terminal” in an analogous sense also without explicit 
definition. e 

5 Therefore it is allowed that two disjoint chains join to each other as it can be 
seen on Fig. 1. 
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Lemma 1. Let « be an arbitrary subset of the set of the vertices of the 
graph ©. We introduce a binary relation 04 in the set of the edges of (S 
by what follows. 04 holds for the edges k,, k, if and only if there exists 
an arc whose first edge is k, and whose last edge is k, such that this arc 
contains no element of « as its inner vertex. Then 0a is an equivalence relation. 


PROOF. 02 is trivially reflexive and symmetrical. We must verify that 
it is transitive too. Let a(AB) be an arc whose first and last edges are 
k, and k,, respectively, and which contains no element of « innerly. Let 
b(CD) be an arc having similar properties for &, and k,;. Let the first inner 
vertex of a which occurs also in 6 denoted by E. Then one of the arcs 
al|AE]-b[ED] and a[AD]-k;' exists (according as DHE or D=E, re- 
spectively) and has no element of @ innerly; so 9, holds also for k, and k;. 


ore 


A connected graph is called a graph with n_ terminals (or briefly n- 
graph) if there are distinguished n vertices in it (n=2). We shall demand 
later some connection properties to the n-graphs. A vertex of an n-graph 
distinct from the terminals is called an inner vertex of them. A chain is called 
an inner chain if all inner vertices in it are inner vertices of the graph. An 
n-graph is strictly connected if 

(1) it consists of a single edge (and the terminals of the graph are 
the terminals of the edge), or 

(2a) its any edge is contained in an inner chain the terminals of which 
are terminals of the graph, and 

(2b) any two vertices can be joined by an inner chain, and 

(2c) there is no edge between any two terminals of the graph. 

The present paper will investigate the 2-graphs especially. In a 2-graph 
the terminals are called beginning vertex and end vertex of the graph (de- 
noted by P and Q, respectively). The 2-graph consisting of a single edge 
between its terminals is called the frivial 2-graph. If the beginning vertex 
of a chain is the beginning vertex of the graph and the end vertex of the 
chain is the end vertex of the graph, then this chain is called a path. 
A 2-graph is said to be strongly connected if its any edge is contained in 
a path.’ A strictly connected 2-graph is also strongly connected.’ 

° The following equivalent conditions are known for a graph to be strongly connected 
(we use also concepts not yet introduced): 

(a) any subgraph of the graph has at least two terminals (see [12], Lemma 2, p. 229), 

(b) any vertex of the graph is contained in a path (see [1], Theorem 1, p. 213). 


* Furthermore: a 2-graph is strictly connected if and only if it is an indecomposable 
or series decomposable strongly connected 2-graph. 
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Let a subgraph © of the 2-graph ( be considered according to the 
Subset 1 of the set ¢ of the edges of G. If we do not agree otherwise, then 
a vertex is called a terminal of & if 

it is a terminal of G and belongs to , or 

there exists an element of 7 incident to it and there exists an element 
of «—7 incident to it. The whole graph and the one-edge subgraphs form 
obviously 2-subgraphs (i. e. subgraphs with 
2 terminals) of a 2-graph. The 2-subgraphs po’, ”_ gg 
different from these will be called proper 
ones. A 2-graph is irreducible if it differs 


from the graphs on Fig. 2 and has no pro- 7 
per 2-subgraph.” In [12] it is studied the 

decomposition of the 2-graphs into irreducible Ke 

ones (§ 3). Fig. 2 


A non-degenerated chain a(AB) of a 
2-graph is a double chain if there exist two paths 6 and c such that b[AB]—a 
and c[bA]—a~'. Thus there are defined also the double edges. Evidently, 
a 2-graph contains a double edge if and only if it contains a double chain. 

Seven chains a(AB), 6(PC), c(CA), d(CB), e(AD), f(BD), g(DQ) 
of a 2-graph are said fo join to each other as the Wheatstone bridge if 

they are pairwise disjoint, and 

a,c, d,e, f are non-degenerated, and 

the vertices P, A, B, C, D, Q are pairwise distinct, only the coincidences 
P=C or Q=D are allowed (if 6 or g are degenerated, respectively). 


Big 


(See Fig. 3.) If both of 6 and g are degenerated, then we speak of a 
simple Wheatstone bridge. 

In Chapter II we shall consider strongly connected 2-graphs. Throughout 
Chapter III (except § 9) will denote a strongly connected irreducible 2-graph. 


8 It will occur one exceptional agreement in § 5 at defining the terminals of (’. 

9 We mention that we use the word “irreducible” in the same sense as TRACHTENBROT. 
This terminology differs from the one of the Hungarian publications: there the term 
“irreducible” has the same meaning as “indecomposable” in the present paper. 
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I]. SERIES-PARALLEL DECOMPOSITION 


§ 3 


Let there be given a 2-graph ©. Let two edges k,,k, be equivalent if 
and only if there exists an arc whose first edge is A, and whose last edge 
is k, such that it contains neither P nor Q as its inner vertex (see Lemma 1). 
It is clear that each of the subgraphs belonging to the equivalence classes 
has exactly two terminals, namely the terminals of ©. Let P be considered 
as the beginning vertex of each subgraph and Q as the end vertex of each 
subgraph; thus we have defined 2-graphs in © such that any edge of G 
is contained in exactly one of these 2-graphs. The 2-graphs now defined are 
called the parallel components of ©. Any parallel component of © is con- 
sidered as a 2-graph having P as its beginning vertex and Q as its end 
vertex. If @ has at least two parallel components, then it is parallel de- 
composable, in the contrary case (i.e. if it has only one parallel component, 
namely itself) it is parallel indecomposable. 

A vertex A is called a knot vertex of if every path of G contains A 
as its inner vertex. 


LEMMA 2. Each path of © contains the knot vertices in the same order. 


PRoor. Suppose that the lemma is false. This means that there are two 
knot vertices A,B and two paths a,b such that A precedes B in the path 
a and B precedes A in the path 6. Let C be the first vertex of 6 which 
occurs also in the chain a[BQ]. Then C precedes A in 6 (because it must 
be B or a vertex preceding B in 6), and there exists the path b[PC]-a[CQ]. 
This path does not contain A in contradiction to the definition of the knot 
vertices. | z 

Lemma 2 gives the possibility of introducing an ordering (denoted by <) 
in the set formed by the knot vertices and the terminals. 


LemMMA 3. Let the knot vertices of © be denoted by Aj, As,..., An-t 
(so that Ay~<A:~+++~<Ay-41), let an edge k anda path a be given. If k 
occurs in the chain a[Aj;-1Ai] and b is a path containing k, then b[Ai-1Ai] 
contains k (1\Si=n, P is denoted also by Ao, Q is denoted also by A,) 


Proor. Suppose that k is contained in 6[A;-1A,;] where ji. 

Case 1: j<i. Let B be the first vertex of 6 which occurs also in 
afA;1Q]. Then b[PB]-a[BQ] is a path which does not contain A;-1:, what 
is a contradiction. 

Case 2: j>i. The proof is similar, the roles of a and b, i and j 
are interchanged. 
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Now we define classes in the set of the edges of W: k belongs to the 
im class (1=i=n) if there exists a path a such that k is contained in 
a{A:-1A]. Lemma 3 ensures that any edge is the element of exactly one class 
The subgraphs corresponding to the equivalence classes are called the series 
components of (. (The i series component is the series component which 
belongs to the i" class.) We shall consider each series component after the 
following lemma as a 2-graph: 

LeMMA 4. Let the i and j series components be given (1\Si<j<n). 
The following statements are true: 

if i+1=j, then the two components have exactly one common vertex, 
namely Ai, 

if i+1<j, then the two components have no vertex in common. 

Proor. Assume that the lemma is not fulfilled. 


Case 1: let the 7" component be the first one which has a_ vertex 
(distinct from A;) common to some of the further components. Let A be 
common vertex in the i component such that A is the first vertex of similar 
nature on a suitable path a. The property supposed above of A means 
that there exists a path 6 such that A occurs in the chain b[A;-1A,] where 
j>i. Then the path a[PA]-b[A Q] exists and cannot contain the vertex Aj, 
so A; is no knot vertex. This contradiction disproves the hypothesis. 

Case 2: let the i" component be the last one which has a vertex 
(distinct from A;-1) common to some of the preceding components. The in- 
ference symmetrical to Case 1 leads to a contradiction. 

For any i (1Sisn) let A;-1 be the beginning vertex and let A; be 
the end vertex of the i series component. If @_ has at least two series 
components, then it is series decomposable, in the contrary case it is series 
indecomposable. © is series indecomposable if and only if it has no knot 
vertex, i.e. for any inner vertex A of @ there exists a path which does not 
‘contain A. It is clear that a parallel decomposable 2-graph cannot have 
a knot vertex, so there holds 


Lemma 5. Any parallel decomposable p i, 
2-graph is series indecomposable. 


If a 2-graph is parallel indecompos- Figs A 
able and series indecomposable, then we 
‘call it to be indecomposable. Any irreducible 2-graph is indecomposable. 
We can introduce the concept of the constituent of a 2-graph ©  in- 
ductively. © itself is a constituent. If is a constituent of G, then any series 


10 


10 The converse statement does not hold, let us investigate e. g. the graph on Fig. 4. 


8* 
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or parallel component of is also a constituent of @. (Evidently, if is 
a series component of the constituent §’, then © is indecomposable or 
parallel decomposable; and vice versa.) It is clear that any 2-graph admits 
a unique decomposition into indecomposable constituents (the uniqueness is 
meant up to the ordering and association of the parallel components, up to 
the association of the series components.) It is evident that any constituent is 
strongly connected. 


§ 4 


THEOREM 1. Jf © is a non-trivial indecomposable 2-graph, then & 
contains a pair of disjoint paths.» 

Proor. Let c be a path of G. A denotes the first vertex of c such that 
there exists a chain a(AQ) disjoint to both of c[PA] and c[AQ]. (There 
exists always a vertex +Q of this property. This fact becomes evident if 
one considers a path such that its last edge differs from the last edge of 
c.) B denotes the last vertex of c such 


p A : . that there exists a chain 6(PB) disjoint 

BS to both of c[PB] and c[BQ]. 
b Case 1: a and 6 are not disjoint. 
Let D be the first vertex of 6 which is 
b G : contained also in a. Then b[PD]-a[DQ] 

i arapprae, o is a path disjoint to c. 

Case 2: a and 6 are disjoint. If 
b ce c[AB] exists, then the number of its edges 
aE eS is called the index of c. If c[BA] exists 
B A : and has n edges, then —n is called the 
Fig. 5 index of c. (In the case AB the index 


is 0.) Let now c be a path having maxi- 
mal index. The further proof splits into three subcases (in each subcase see 
the corresponding part of Fig. 5), we remark that the second and third ones 
cannot occur really. 


Case 2a: the index of c is positive. Then b[PB]-c[BQ] and c[PA]-a[AQ] 
are disjoint paths. 


'! This theorem was firstly formulated in [12] (p. 244). It can be deduced from the 
well-known theorem of Mencer (see e. g. [6], p. 244). The present proof differs from the 
one of TracuTensrot, and it is a modified version of the inference which proves in [1] 
immediately Theorem 2 (Corollary 1 of the present article). 

12 The statement is obvious for parallel decomposable graphs. The theorem can be 
exposed also as follows: if any two paths of a 2-graph have an inner vertex in common, 
then all the paths have an inner vertex in common. 


ON GRAPHS IN WHICH TWO VERTICES ARE DISTINGUISHED 385 


Case 2b: the index of c is 0. Let us consider a path d which does not 
contain AB. There exists a chain having the following properties: it is 
a part of d, its beginning vertex is on 6b or on c[PA], its end vertex is on 
a or on c[AQ], and it includes no proper subchain having these properties. 
In any possible cases one can find two disjoint paths. 

Case 2c: the index of c is negative. Let us consider a path d which 
does not contain B. Its suitable subchain has its beginning vertex on 6 

or on c[PB] and its end vertex on a or on c[B Q], and it is minimal among 
the subchains of this property. If the end vertex of this subchain lies on 
c[BA], then we get a contradiction to the maximality of the index of c. 
In the other case the proof can be completed as in the case 2b. 


THEOREM 2. Any non-trivial indecomposable 2-graph © contains five 
chains joining to each other as the simple Wheatstone bridge. 


Proor. Let f, and fA, be two paths of % disjoint to each other. Let 
A and B be arbitrary inner vertices of fA, and A,, respectively. Let /(AB) 
be a chain connecting A and 8B, containing neither P nor Q. Let the first 
vertex of / which lies on fA, be denoted by C; let the last vertex of /[AC] 
which lies on fh, be denoted by D. Then the chains a=/[DC], c=A,[PD], 
d=Ah,[PC], e=h,[DQ], f=h.[CQ] form a simple Wheatstone bridge. 

THEOREM 3. The following three properties are equivalent fora 2-graph ©: 

«) & has a non-trivial indecomposable constituent, 

8) © contains chains joining to each other as the Wheatstone bridge, 

vy) © contains a double chain. 


PRoor. @)—(). The non-trivial indecomposable constituent of ( has 
-a simple Wheatstone bridge by Theorem 2. One can see that if some (series 
or parallel) component of a graph contains a (simple or non-simple) Wheat- 
stone bridge, then the graph itself has a Wheatstone bridge. Hence the state- 
“ment follows inductively. 

8)—y). The chain a of a Wheatstone bridge is evidently a double one. 

y)—a). If no (series or parallel) component of © contains a double 
chain, then G cannot have such a one. So the falsity of @) implies the falsity 
of 7) inductively. 

CorOLLARY 1. Any non-trivial indecomposable 2-graph contains a double 
chain. 

THEOREM 4. Jf a,(A,B,) is a double chain of the 2-graph ©, then & 
contains chains joining to each other as the Wheatstone bridge such that a, 
or a; is included in a. 
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PRoor. There exists a double chain a(A8) including (eventually non- 
properly) a, such that a is not included in any double chain properly. Let 
us consider two paths /,,/, such that 4,[AB]—a and h,[B A] =a: Lee 
C be the last vertex of /,[PB] such that it occurs also in A,[PA]. Let D 
be the first vertex of A,[AQ] which occurs also in A,[BQ]. Then the chains 
a, b=h,[PC], c=, [CA], d=hA,[CB], e=A, [AD], f= [BD], g=h,[DQ] 
fulfil almost all the statements of the theorem immediately by their definition. 
We must yet prove only two statements. /,[AD] and /f,[PA] are disjoint: 
‘ if we suppose the contrary, then let the first inner vertex of f,[AD] which 
occurs in f,[PA] be denoted by F: there exists the path 


h,[PF]-hy [FB]-h,[B Q], 


so A,[BF] is a double chain including a properly; this contradicts the defi- 
nition of a. We can prove in a similar way that 4.[CB] and fA,[BQ] are 
disjoint (if the last inner vertex of 4.[CB] common to fA,[BQ] is denoted 
by G, then there exists A,[PA]-hy*[A G]-A,[G Q)). 


Ill. BRIDGES AND THEIR SITUATION 


§5 


Throughout §§ 5—8 let G be an irreducible 2-graph which satisfies 
the following condition: there exists a path of © in which no double edge 
occurs." We are going to define a 2-graph (’ and some n-graphs (named 
bridges) in (, so that each edge of ( is contained in exactly one of (’ 
and the bridges. 


Let (’ be the subgraph of ( determined by the set of edges of the 
paths without double edge. (’ contains the terminals of ©. We agree that 
only they are considered to be the terminals of (’. So (’ becomes a 2-graph 


' The complementary class of the irreducible 2-graphs can be characterized as the 
collection of the graphs whose each path contains a double edge. It is desirable to get 
structural results on these graphs, but it seems to be a difficult problem to arrive deeper ones. 

4 In [2] | have introduced a more complicated classification of the indecomposable 
2-graphs into seven classes. Four of these classes were shown to be empty by the following 
theorem of G. PoLtak (see [8]): to any edge & of a non-trivial indecomposable graph there 
exists a double edge A* such that a suitable path contains both of k and k*. The remain- 
ing three classes correspond to the two classes now introduced, it is made there a dis- 
tinction according as every edge beside ’ is a double one or not. So the situation of 
bridges is studied separately in [2] and [4] corresponding to this distinction. 
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with the terminals P and Q. It is evidently strongly connected and contains 
no double edge (a double edge of G’ would be a double edge of @). So 
Theorem 3 ensures that every indecomposable constituent of (’ is a trivial 
2-graph. 

The edges being beside ©’ form a subgraph @° of @ (non-connected 
in general). Let us introduce a classification of these edges in accordance 
with Lemma 1, being @ the set of the vertices occurring in both of @ and ’. 
The subgraphs of @, each of which is determined by the edges of an equi- 
valence class, are named bridges. We define the terminals of the bridges in 
the sense of § 2. Each bridge is a strictly connected n-subgraph of ©. 

Fig. 6 shows some graphs on which one can study the former defini- 
tions. (The last graph does not belong to the class introduced here.) 


<T 


THEOREM 5. Let © be an irreducible 2-graph having at least one path 
without double edge. Then either 

(a) G’ is series decomposable and its each component is a trivial 2-graph, or 

(b) G’ is parallel decomposable and its each component is a graph de- 
scribed in (a). 

Proor. Suppose that the theorem is false for some . This means 
that one of the following four statements holds for the structure of (’: 

a) ©’ is a trivial 2-graph, 

8) ©’ is series decomposable and its some component is parallel de- 
composable, a 

vy) &’ is parallel decomposable and its some component is a trivial 
2-graph, 


Fig. 6 
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0) (&’ is parallel decomposable and has a component whose some series 
component is parallel decomposable. 

The impossibility of «) and 7) follows from the irreducibility (especially: 
from the parallel indecomposability) of . 

The impossibility of 8). Let the parallel decomposable component of 
(S’ be denoted by 9. 

Case 1: there is no bridge having a terminal (innerly) in and another 
terminal beside . Then § and the bridges whose terminals are in § form 
a 2-subgraph of &. This contradicts the irreducibility of ©. 

Case 2: there exists a bridge D such that its terminal A is an inner 
vertex of § and its terminal B is not contained in §. Our purpose is to 
show that some edges of § are double edges, this will be a contradiction. 
Indeed, if B is contained in a series component which precedes §, then let 
a(BA) be an inner chain of D, let 6 be a path of (’ containing A, let c 
be a path of (’ which does not contain A, let C be the last vertex of 
b[PA] which occurs also in c. Then there exists the path 


a[PB]-a-b '[AC]-c[C Q] 


where d is an arbitrary path of (’ containing 6. So § contains a double 

A chain (Fig. 7). If the series com- 
ponent containing B is preceded 
by , then the proof is analogous. 


a 
sz The impossibility of 3) can 
os B a be verified similarly to the im- 
q(Pa) cca) possibility of 3). Let be a pa- 
Fig. 7 rallel decomposable component of 


the component { of (’. The for- 
mer inference can be applied without any essential modification (G’ must be 
substituted by {)’); it remains a further case: the case if {’ does not con- 
tain 6 (but B is contained in another parallel component of ©’). One can 
apply the former inference also in this case. 


§ 6 


In what follows the preceding relation ~< will be applied always in 
the set of the vertices of (S’. If the first statement of Theorem 5 holds for G’, 
then it is not necessary to elucidate nearerly the meaning of the sign ~<; 
if the second statement holds for (’, then ~< is meant in some component of (”’. 

We shall introduce a distinction among the bridges. A bridge D of 
the 2-graph ( is called a pseudo-bridge if either 
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(a) (S’ is series decomposable, or 

(b) ’ is parallel decomposable and there exists a component § of G’ 
which contains all the terminals of 2. 

The other bridges are called real bridges. (Evidently, a bridge is real 
if and only if there exist two parallel components $,, 5. of G’ such that two 
suitable terminals A and B of D are inner vertices of , and §,, respectively.) 

The terminal A of the bridge D is called an inner terminal of D if it 
differs from the terminals of G. The real bridges D, and 2, are called to be 
equivalent if their all inner terminals coincide (i.e. each inner terminal of 
®, iS an inner terminal of D,, and conversely). 

Let us consider the bridge D, let A and B be two terminals of D such 
that A~<JS. Then an inner chain a(AB) of 2D is called a shunt. Now let 
there be given two terminals C,D of D being (innerly) in distinct parallel 
components of (S’. Then an inner chain c(CD) of D is called a cross-chain. 
“Direct chain” will be a common term for shunts and cross-chains.” 

Let (’ be parallel decomposable. Two distinct components ., 0, of 
(S’ are called to be associated if there exists a sequence 


Baie, ee a (2 = 2) 


such that for any ¢ (2=i=n) there exists a (real) bridge D two suitable 
_ terminals of which are inner vertices of ,-1 and ;, respectively. Each 
component is regarded to be associated with itself. So we have defined an 
equivalence relation. 

LemMaA 6. The following three statements are equivalent for an inner 
chain a(AB) of a bridge D where A and B are inner terminals of 2: 

a) a(AB) is a direct chain of 2, 

8) there exists a path 6 of © such that b[AB|—a and each edge 
of the chains b[PA], b[BQ] belongs to (’, 

y) there exists a path b of such that b[AB\—a. 

PRoor. «)—/). Let c and d be two paths of (S’ containing A and B, 
respectively. Then c[PA]-a-d[BQ] exists and satisfies ,). 

8)—y) is trivial. 

y)—«a). Suppose that y) is fulfilled but «) is not true. The falsity 
of @) means that A and B cannot lie in distinct parallel components of (S’ 
and B~<A holds. So the pair of vertices A, B has the two properties: 
(a’) A precedes B in the path 6, 
(b’) BA. 


15 If a is a shunt, then a- is no direct chain. If a is a cross-chain, then also a7? 
is a cross-chain. 
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Let us consider all the pairs of vertices C, D of G’ having the pro- 
perties: 

(a) D precedes C in the path 6, and 

(b) C~D 
(the chain 6 is fixed). One can show that there exist two vertices Coulk 
satisfying (a), (b), and the property: 

(c) if C<X~<D_ holds for a vertex X of G’, then X does not 
acciranive 

Let now e be a path of ’ containing C and D. Then the path 


b[PD]-e"[DC]-b[CQ] 
exists, so e[CD] is a double chain. This contradiction proves the lemma. 


LEMMA 7. An edge k(AB) of a bridge D is double if and only 7 there 
exist two direct chains a,b of D such that a[AB|—=k and b[BA|J=k . 


This lemma follows immediately from the equivalence of the properties 
«) and (@) in the preceding lemma. 


THEOREM 6. Any shunt of a bridge D of © contains a double edge." 


Proor. Let there be given a shunt a of D. The statement 6) of Lemma 6 
holds for a; if a contains no double edge, then each edge of 6 belongs 
to (’ (by the definition of ©’), what is a contradiction. 


THEOREM 7. To each inner vertex A of ©’ there exists a bridge D 
such that A is a terminal of D. If “’ is parallel decomposable, then its any 
two components are associated. A bridge cannot include a 2-subgraph consist- 
ing of more than one edge. Let the equivalent (real) bridges Da, Dg be 
considered; one of them has at least three terminals.” 


Proor. The propositions of the theorem are implied obviously by the 
irreducibility of (“. The second statement is perhaps not so evident as the 
other ones; if it were false, then let the equivalence classes of the components 


' This fact can be verified in the following manner. We start with a pair of vertices 
C,D_ satisfying (a) and (b). If there exists a vertex X occurring in 6 which satisfies 
C~< X~<D, then we have three possibilities: X can occur in b[PD] or in b[DC] or in 
b[CQ]. In each of these cases the statements (a) and (b) are fulfilled either by C and X 
or by X and D. This inference leads in a finite number of steps to a pair of vertices 
which satisfies (c). 

“ The analogous statement is evident for cross-chains. Lemma 7 makes clear what 
this restriction means for the inner structure of D (‘inner structure” is thought together 
with the partial ordering ~< of the terminals). 


ST. e. if they have two inner terminals, then either P or Q occurs as a terminal 
of one of them. 
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of ©’ be formed according to the relation of being associated. If we regard 
these classes and to any class the bridges which have the terminals in it, 
then we get that © is parallel decomposable. 

Theorem 6 and the third statement of Theorem 7 imply 


COROLLARY 2. /f a bridge has only two terminals, then it consists of one 
edge and it is a real bridge. 


THEOREM 8. Let us consider two inner chains f(AB) and 2(CD). of 
a bridge . If one of the following assumptions «), 8), y), 0) is fulfilled, 
then f and g are not disjoint: 

a) PXA~C~B<DX<Q. 

8) P<A~<D~<Q and C~<B aare valid in two distinct parallel com- 
ponents of ’, there holds at most one of the coincidences P—=C and Q=B." 

y) P<A<~C~<B~<Q and P<~D<Q are valid in distinct parallel 
components of ’. 

0) P<A~C~«Q, P~B<«Q, P«~D~<Q aa valid in three distinct 
parallel components of (’. 


Proor. Suppose that f and g are disjoint. If a, b,c denote some suit- 
able paths of (’, then the paths 


a[PA]-f-a"|BC]-g-a[D Q], 
b{[PC]-g-a" [DA] -f- [BQ], 
a[PA]-f-a"[BC]-g- [DQ], 
c[PD]-g-a"[CA] -f-5[BQ] 


exist in the cases «), 9), y), 0), respectively. So some subchain of a is shown 
to be a double chain, what is a contradiction. 


LEMMA 8. Let A, B be terminals of a bridge Da and let C,D be 
terminals of a bridge Dg (distinct to Da). Then A,B,C, D_ fulfil none of 
the statements a), @), y), 0) occurring in Theorem 8.” 


Proor. If we suppose that A, B, C, D satisfy some of «@), #), y), 0) 
and consider two inner chains f(AB), g(CD) of Da, Ds, respectively, then 
the inference seen in the proof of Theorem 8 leads to a contradiction. 


19 The case if both of them hold is included in a). 

20 Theorem 8 and Lemma 8 could be condensed into one theorem. (Indeed, in [2] 
and [4] I have chosen this way for exposing them.) In the present paper the method of 
separating them is followed for methodical reason: the statement of Lemma 8 will be 
contained in further results more explicitly, however, the present paper does not investigate 
the possibility of improving Theorem 8. 
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Suz 


THEOREM 9. Let ©’ be parallel decomposable. Then the real bridges of 
(S satisfy the following three statements: 

(1) If the equivalent bridges Da, Dp have at least four inner terminals, 
then any two of these terminals are in distinct components of (’. If the 
equivalent bridges Da, Dz have exactly three inner terminals, and these ter- 
minals lie in two components of (S’, then all terminals of 2D. and all 
terminals of Dg are inner ones. 

(2) Let Aa~<Ag hold for two suitable inner terminals Aa, A; of the 
non-equivalent bridges Da, D3, respectively. Then P does not occur among 
the terminals of D;, Q does not occur among the terminals of Da; and 
Ai~< Ag holds for any two inner terminals Ai, Ag Of Da, Ds, respectively, 
if they are in a common component of W’. 

(3) Suppose that ’ has at least three components and each of the 
distinct bridges Da, Dg has an inner terminal in 9, where 9, ts a component 
of & and §, has at least two inner vertices which are terminals of real 
bridges. Then there exists a component , such that if a bridge has an inner 
terminal in §,, then it has inner terminals only in , and §, and %» has 
only one inner vertex which is a terminal of some real bridge. 


The theorem follows from the following lemma and the fact that Lemma 8 
is absolutely true. 


LEMMA 9. The following propositions are equivalent for the real bridges 
of &: 

(a) Lemma 8 is valid for any two bridges. 

(b) Theorem 9 is valid for the bridges. 

(c) Let Da, De be distinct real bridges. Let Aa, Ag be inner terminals 
Of Da, Dg, respectively, aD OTERe Aa~<Ag in some component 9, of W’. 
Let Aq be an inner terminal of Da being in a component (+= ,) of &. 
Then one of the relations Aa~< Ap and Aj ~< Ap is true for any inner terminal. 
Ag of Ds, further P does not occur among the terminals of Dp, and Q 
does not occur among the terminals of Da. — It is valid the statement which 
can be got from the preceding part of (c) by converting the signs ~ and ~, 
by interchanging P and Q. 


PROOF. (a)—>(c). Let the supposition of (c) be fulfilled. If the con- 
clusion were false for Ag, then either Aj would be an inner vertex of 
a component of (’ distinct from both of , and ,, or it would be true 
one of Ag~<Aq and Ag~<Ag. Consider the cross-chains f(AqaA) and 
&(AgAj) of Da and Ds, respectively. The existence of f and g contradicts 
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Lemma 8. We get a contradiction to Lemma 8 also in the case when the 
statement of (c) for P and Q is false. 


(c)+(b). First we prove (1). Let A,B,C be inner terminals of the 
equivalent bridges D, and D,; satisfying A~<B, do not let C be in the same 
component as A and B. We can suppose that A~<X-~<B implies that X 
is not a terminal of D,. and Dy ;. Now we investigate an arbitrary terminal 
D of Dae and Ds; we are going to apply (c). By the substitution of A, B, C, D 
for Ax, Ag, Az, A3, respectively, (c) ensures that either C<D or AX<D 
holds. If we apply the symmetrical part of (c), then a similar inference leads 
to the validity of D<C or DB. These preceding relations mean that 
D is equal to one of A, B, C. 


Let the assumption of (2) be true, and let us suppose that Ay~<X-~< Az 
implies that X is not an inner terminal of Daz or Ds. The statements for 
P and Q follow trivially from (c). If Aa and Aé lie in distinct components 
of (’, then (c) implies evidently the statement to be proved. In the other 
case Ag, Ag, Ac, Ag are knot vertices of the same component of ’; 
our purpose is to show that Ag~< Az implies that D. and QD, are equivalent 
bridges. Indeed, we have only one possibility for avoiding the contradiction 
to (c): there holds A}= Az~< Ag=Az, and , contains no other inner terminal 
of Da or Dg. Let us now consider arbitrary further inner terminals Az, Ag 
of Da, Ds, respectively, (c) ensures both of Az Ag and Ag~<Az. This 
means that Az—A;, hence Du and Dz, are equivalent bridges. 

Let the supposition of (3) be fulfilled. Then there exist two suitable 
different bridges Da, Dg such that Az and Az are distinct knot vertices of 
, where Aa, Ag are terminals of De, Ds, respectively. Let ,( §,) be 
a component of (%’ containing some inner terminal of Dz. Then (c) ensures 
that each terminal of D, lies in , or ,. Furthermore, a similar inference 
shows that every terminal of Dz is contained in §; or .. If Dy is an 
arbitrary bridge having an inner terminal in ,, then the same inference 
can be carried out for D, and for one of Dz and Dz, consequently also 
- 2, has all its terminals in 6, and ,. We must yet prove the last 
statement of (3). Since G’ consists of at least three components and its any 
two components are associated by Theorem 7, there exists a bridge D5 having 
some inner terminals in , and in a component of (’ different from , and 
,. (Ds cannot have an inner terminal in ,.) So there exist two non-void 
classes of the bridges having inner terminals in §,: the bridges having an 
inner terminal in §, and the bridges having no inner terminal in $,. If we 
choose one representative from both classes, then (c) ensures that there 
exists exactly one knot vertex of , occurring as a terminal of (at least) one 
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of the representatives. Since the choice can happen arbitrarily, , has only 
one inner vertex which occurs as a terminal of a bridge. 

(b)—(a). If (a) were not fulfilled, then there would exist two (different) 
bridges Du, Ds such that suitable terminals A,B of D. and suitable terminals 
C, D of Dz, satisfy one of @), @), vy), 0) in Theorem 8. In each of these cases 
one can see that some of the statements (1), (2), (3) occurring in Theorem 9 
is not fulfilled. 


THEOREM 10. Let (’ be parallel decomposable. If D is a pseudo-bridge 
of ®&, then D has exactly three terminals, namely P, Q and the inner vertex 
A of some component of ’ which consists of two edges. 


Proof. Suppose that the theorem is not satisfied by a pseudo-bridge D. 
Corollary 2 assures that D has at least three terminals, this means that the 
component , of (S’ containing the inner terminals of D has (at least) two 
inner vertices. Since any two components of (’ must be associated by 
Theorem 7, $, contains an inner vertex A which is a terminal of some real 
bridge. Taking into account the fact that any inner vertex of §, occurs as 
a terminal of a bridge (Theorem 7), we can separate two cases. 


Case 1: , has three vertices A,B,C such that PXA~C~BxQ 
is valid, there holds at most one of the equalities, A and B are terminals 
of a pseudo-bridge, C is a terminal of a real bridge. This contradicts either 
the case y) or (if one of the equalities holds) the case 6) of Lemma 8. 

Case 2: if three vertices A,B,C of , satisfy PXA~<~C<BxQ 
and A,B are terminals of the same pseudo-bridge, then C does not occur 
as a terminal of a real one. This statement can be expressed in the following 
manner. Let A,, As,...,A, be the inner vertices of 6, which occur as ter- 
minals of real bridges (according to their ordering on the unique path A of 
9,), let P and Q be denoted by A) and Aj,1, respectively, too. So there 
must exist to any pseudo-bridge D a chain A[A;,A)] ((=1, 2,...,n2+1) 
such that all terminals of D are in A[A;-1 Ai]. If De denotes a fixed pseudo- 
bridge, then it is clear that Aj. and A; terminate a 2-subgraph which con- 
tains (at least) the edges of A[A;.Ai] and Dz. This contradicts the irreduci- 
bility of (. 

COROLLARY 3. If (S’ is parallel decomposable and A is an inner vertex of 
(S’, then A is a terminal of some real bridge. 


Having this corollary, the reader can formulate the case (3) of Theorem 
9 in a somewhat simpler form. 


THEOREM 11. Let ’ be series decomposable. Then one of the following 
two statements holds: 
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«) &’ consists of two edges, ©’ has at least one (pseudo-)bridge, each 
vertex of ' is a terminal of any bridge. 

8) &’ consists of at least three edges, © has exactly one (pseud 0-) bridge, 
each vertex of ’ is a terminal of the bridge. 


Proor. If (’ has two edges, then the further part of «) is implied by 
the irreducibility of ©. If G’ has three or more edges, then it is to be proved 
that © has only one bridge. Assume that there are at least two bridges; 
we distinguish two cases. 

Case 1: there are two distinct bridges Dz, Dg such that P= A~«<C~ 
<B~<D=<Q is valid for suitable terminals A, B of D, and for suitable 
ones C,D of Dg. This contradicts Lemma 8. 

Case 2: the condition of the preceding case is not fulfilled. We are 
showing firstly the following fact: there exists a bridge D, and a vertex A of 
® such that A is not a terminal of D,. If this statement were false, then 
each vertex of (’ would be a terminal of any bridge; since ’ contains a 
least four vertices, it would hold the condition of Case 1. 

We want to get a contradiction to the irreducibility of ©. Let be 
the (unique) path of ’, let B be the last vertex of A[PA] which is a terminal 
of Da, let C be the first vertex of A[AQ] which is a terminal of De. If we 
regard that the condition defining Case 1 does not hold, it becomes clear 
that any bridge (different from Dz) of “ has all its terminals either beside 
A[{[BC] or in A[BC]. This means that © contains a proper 2-subgraph with 
the terminals B, C: this subgraph consists of the edges of A[BC] and of 
the edges of some bridges. 


§ 8 


Theorems 5—11 have detailed some necessary conditions for the situa- 
tion of the bridges. The following theorem will express that together these 
conditions are sufficient too. 


THEOREM 12. Let an arbitrary 2-graph © be given. Let &' denote a sub- 
graph of & which contains the terminals of © and has the structure described 
_in the statements (a), (b) of Theorem 5. Let the edges of which are not 
contained in ©’ be classified as it is exposed in § 5. Let the n-subgraphs 
according to this classification be called H-graphs. If the H-graphs are strictly 
connected n-graphs and (after introducing the concepts occurring) Theorems 6—11 
preserve the validity for them, then © is a strongly connected irreducible 
2-graph having the property that a path b of © contains a double edge ia 
and only if 6 has at least one edge which does not belong to (S’. 
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Proor. A) is strongly connected. Any edge of (’ is evidently 
contained in a path. Let k be an edge of a bridge 2D. It is contained in an 
inner chain a whose terminals are terminals of D (cf. the definition of the 
strictly connected n-graphs). At least one of a@ and a™ is a direct chain, 
the further proof coincides with proving the implication @)—) in Lemma 6. 

B) & is irreducible. Let A, B be arbitrary distinct vertices of ©. (There 
are the following possibilities in order to choose them: they are vertices of 
(S’, — inner vertices of some bridge, — inner vertices of two bridges, — 
one of them belongs to (’ and the other is an inner vertex of a bridge.) 
Let us form the subgraphs of G in accordance with Lemma 1, taking 
{A,B} as a. Theorems 7, 10 and 11 ensure that any formed subgraph either 
consists of one edge or has at least three terminals. (If there exists an edge 
between A and B, then this edge itself is a subgraph. The other edges 
form one or two subgraphs; the second of these cases can occur only if A 
and B belong to (’, G’ consists of two parallel components and A, 6 are 
inner vertices of distinct components, in this case P and Q are in different 
subgraphs.) 

C) /f a path contains an edge beside (S’, then it contains a double edge 
by Theorem 6. (We must consider a subchain of the path which is a direct 
chain of a bridge.) 

D) No edge of ’ is a double one. Suppose the contrary. Let k(AB) 
be an edge of ’ such that K—a[AB]—6 [AB] where a is the path of 
(’ containing k and 6 is a suitable path of (. Let the ordering relation 
<t be defined for the vertices of (’ occurring in 6; let X<Y_ be valid 
if X precedes Y in 6. Let C_ be the first vertex of 6 such that there 
exists a vertex X satisfying both of X~<~C and C= xX. Let D be the 
last vertex of 6 which lies in the chain g[PC] where g is the unique 
path of (’ containing C. Evidently, C<D. The edge of 56 immediately 
preceding C is an edge of some bridge, the same is true for the edge 
of 6 following D immediately. Let us consider the chains b[EC] and b[DF] 
which are uniquely determined by the assumption that E and F belong to 
(S’ and their no inner vertex is contained in ’. The definitions of C and D 
assure that each of F~<C, D~E and F~<E is false. So the existence of 
b[EC] and b[DF] contradicts either Theorem 8 or Lemma 8. The proof 


becomes complete by the remark that Lemma 8 follows from Theorem 9 by 
Lemma 9. 
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§ 9 


In this § we consider (in general) reducible 2-graphs. 

It can arise the question what is the criterion in order that an edge of 
an arbitrary 2-graph should be a double one, if we know the irreducible 
2-graphs occurring in the decomposition of due to TRACHTENBROT. This 
problem can be elucidated successively by the evident 


THEOREM 13. Let us consider the 2-graph ©*, let the edges of &* be 
denoted by k,,...,k,. Let the 2-graph ©; be substituted for the edge k,; 
(for any i, 1SisSn), let the 2-graph resulting be denoted by ©. An edge 
k of ©; becomes a double edge of & if and only if either 

k ts a double edge of &;, or 

k; is a double edge of &*. 


(Received 2 May 1960) 
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SOME REMARKS ON THE DIMENSION 
AND ENTROPY OF RANDOM VARIABLES 


By 
I. CSISZAR (Budapest) 
(Presented by A. Rényi) 


Let € be a real random variable. Let us put 

- ke 

Sn —+)—p(4 =e < SET) pm. 
The dimension of & is defined as the limit 


(2) d() — lim HEY) 


neo logn 


a 1 ie 
(1) Su = —- [n§], P 


(provided this exists) where Ho(&,) denotes the entropy of the discrete random 


Ce 
variable b= ——[n§], as defined by SHANNON: 


: ~ 1 
(3) Ho(&.) = >) pre log — 
k=-0 Dn 


(the log is to be understood with respect to the base 2). 
If the finite limit 


(4) Ha(&) = lim (Ho(&,) —d log n) 


exists, we call it the d-dimensional entropy of &. 

These notions were introduced by A. RENy1 (see [1], [2]). He proved [2] 
that if the distribution of € is absolutely continuous and Ho(&:) = Ho([§])< + ~, 
then d(é)— 1 and 


H,(é) = Jie) log re dx, 


provided that this integral exists. (f(x) denotes the density function of &.) 

In this paper we investigate the problem whether this theorem of RENYI 
is reversible or not. We shall prove that the distribution of § is necessarily 
absolutely continuous if Ho([&])<-+ co and Ho(§,)—logn does not tend 
‘to — oe, and then (and only then) H:(&) exists (Theorems 1 and 2). But a neces- 
sary and sufficient condition for the absolute continuity of the distribution 
of € cannot be given in terms of the asymptotic behaviour of Ho(&,) (The- 
orem 4). The results obtained can be generalized also for random vectors 


(Theorem 5). 


Q* 


400 1, CSISZAR 


THEOREM 1. Jf the distribution of a real random variable E is not 
absolutely continuous and Hy((§])<-+o%, then 


Ho(E,)— logn+>—oce for n>+-. 


Proor. Since the distribution of € is not absolutely continuous, there 


exists a positive number «>0 such that for every 0>0 there is a finite 
SS 


number of disjoint intervals /1, 4, ..., fe for which y y<F (wu denotes 


oe 


the Lebesgue measure) but > PEE I) >«. Let n~ 170) be an arbitrary 


fixed integer. Let us consider all the intervals aie, is asl (the k;’s are 


n 
r() 
integers) having at least one point common to » //. Their number will be 
1=1 
denoted by s= s(n, 0). Then 
(0) 


(5) > Pm = 2 PECI)=DPECH)>s 


further, as for each /; there are at most two /;'s having a point common to. 
I; but not contained in it ((= 1, 2,...,7(0)), and therefore there are at most 
(6) 


2r(0) Js, not contained in > I, we have 
j=1 


(6) . 
Ss ee 83 : 
(6) ==> ‘u()= sa W(t) +210) <4 7 +2rary 2. 
Let us put 
(4 1)n- 1 (4i)n-1 
>> Pox=Pr (pr=pu); >) l=" (m=2a). 
phic, oa Y k#é “eas k 


Then, applying Jensen’s ae to the convex function —log x, we obtain 


S +o (I+1)n-1 
Ho&,) = 2 Pan log 5 —= > = Pax log +> Pnx; log — 
l=-mM k=ln oA 
kek, «5k, 
a Sy vy = Ss 
(7) = a Pu log 4 -|- (> * log = = 
— nk; 


= >; piv log 7 > Pi log n-+( SP) log — ; 
- © l=-@ J=1 
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The functi toe I 
unction x log —- 1s monotonically increasing for x = —, therefore 
e 
we have, except for at most two values of J, pi) log + = Px lee Since, 
Pu Pu 


; | gee 
further, the maximum of x log — is a and by (6) s<dn, we obtain 


from (7) 


+o 1 1 ae ’ 
Ho (é,) =2 Pu ee Po O86 + log n > phy 108 mee e +(S om log én = 
ee j=1 v 
8) loge ~ : 
= Hei) +3—2— E -+logn (> Pit > > Pa ” Pass + are log 0. 
\l=-0 j=! «4 
As we have > Pir > Pan, = > Pur = 1 and by 6) 2 nk, >&, thus we 
obtain from (8), hit decks 
(9) Ho(E,) = Ho(&)-+3 te +log n+-elog 0. 
As (9) is true for every n> ei , we have 
(10) tim (Ho (&,,.) —log'n) = Ho(é ese f + elogd. 


Here Ho(&:) = Ho((§]) is a finite constant, «>O is fixed and 0>0 
can be chosen arbitrarily small, therefore we have lim (Ho(&,.) — log n) =—~. 
Thus Theorem 1 is proved. " 


THEOREM 2. For all real random variables — with Ho({&])<-+ there 
exists the limit lim (Ho(§.)—logn); it is either finite or equal to —~. 


Proor. Using the well-known formula  Ho(E, 7) = Ho(7)-+ Ho(§|7) 
(where Ho(E, 7) denotes the entropy of the joint distribution of € and 7 and 
Ho(&|77) denotes the conditional entropy of § under the condition that the 
value of 7 is given) and the inequality Ho(7)=log N (if N is the number 
of the possible values of 7) (see e.g. [1]), we obtain for any two integers 
k and / 


(1) Ho) Ho, 8) HGS) = Ho)— og [| -]+2]. 


In fact, if the value of &, is fixed, & can take on at most ay different 


402 I. CSISZAR 


values, thus Ho(&|&) = log | E4 ae 2| and, on the other hand, Ho(&, &) = Ho(&). 


l \ 2 
t)p2sd+oq if « 2; thus 


Now for any fixed «>0 we have p= 


2 
from (11) we obtain for lak 


Ho (&) = Ho(&:) — log | (1 +8) A — Hy(§) —log/-+ log k— log (1 + 8), 


Lae 
; 2 
(12) Ho(§.) —log k= H, (&;) — log /—log(1 + ¢) if lai 
From (12) we obtain 
(13) Ho (&.) —log k = lim (Ho(&) — log /) —log (1 +8), 
whence 
(14) lim (Ho (&,.) —log k) = lim (Ho (&) —log /)—log(1 +8). 


k>o 


As «>0 can be chosen arbitrarily small, the existence of lim (Ho(§,)—log 7) 


follows from (14). From (13) we obtain that this limit cannot be greater than 
Ho(&:)—log 1 = Ho([E])< + ce. Thus Theorem 2 is proved. 


REMARK. For the existence of the one-dimensional entropy of & by 
Theorem 2 it is sufficient (and necessary) that lim (Ho(&,)—logn)>— ox. 


In this case the distribution of §€ is by Theorem 1 absolutely continuous. 


THEOREM 3. Jf the distribution of § is absolutely continuous, and 
Ho([§])<-+ ~~, then, denoting by f(x) the density function of § we have 


+- OO 


(15) lim (Ho(5,,) —log n) = ne log 7 dx—<d, 


REMARK. In the case when 3 is finite (15) was proved by A. RENy!I [2]. 
His proof could be applied, with some changes, also in the case 3 ——o, 
Here we modify somewhat this proof, so that the separation of the cases 


J>—- and J——oce becomes unnecessary and the proof is shorter also 
in the case when 3 is finite. 


Proor. The integral 3 cannot be meaningless or equal to + o. In fact, 
let us put E={x:f(x)<1}, h={x:l=x<I+1}. Then by Jensen’s in= 
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equality, generalized for integrals, we obtain 


{ sor gty| ax J roo 08 4 - > J sore; 


(16) +a 


3 | Fea) slits <> ae Treoax 


EP] ET; 


iC 


| (|x|, and |x|_ denote the positive and negative parts of x, respectively, 
x—=|x|,—|x|_). 


Here is |f@odx = [ f(x)adx = pw. Using that the function xlog 1 
i x 


Ef; I, 
-. , 1 1 
is increasing for Song and puS> except at most for two values of / 


loge 


and the maximum of xlog > is —2—, we obtain from (16) 


Gg J rentoe sty ars > pu log + 2-85 — Ha ((g)) +28 < + oe, 


_ This shows that J cannot be meaningless or equal to + ~. Now let us put 
k-+1 


n 
,-l1 


1 1 ] 
J Da (X) = Pox es aa (2) |repax Ya 
; k «) * 
j n 1 
= ax 
18 (4) J re 
(18) J 
j for ue xe id . 
| n n 
then 
: 1 
(19) lim Lulx) == f(x) log aay almost everywhere. 


loge 
Therefore we have by the theorem of Lebesque [using that g(x) = 8 2 


: +L +L 
A 1 
(20) lim Jie (|, dx 5) Jc) log 75 | as, 
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and by the lemma of Fatou 
+L 


(21) lim | |g, (a)|-d Fa Aue: 
“4 : 


for any positive integer L. 
Subtracting (21) from (20) we get 


+1 +L 


(22) lim i J (x)dx = J fo t08 54 3 


ie 


Let us choose Lo=Lo(s) so that > pu log 5 <e (this is possible for 
1l<-L, or I=L, 1l 


+0 
any «>0, since > pulog = = Ho([§])< + ~). 
l=-0 W 


(i41)n-1 


Then, using that by Jensen’s inequality >) p,x 08 ao = pulog——, 
nk 17 


we have for L= Lo 


mms 


In-1 +0 
(25) | 2n(xjax= P= Dux log = S Sp lO —«= H(§,) —log n—«. 
-ln nh k=-o 


=f 


From (22) and (23) we obtain 


ant for every LZ2Lo 


it-> © an 
thus 


(24) Jim (Ho(S,)— log n) = | 409 108 5 dx +-«. 


Here «>0 is arbitrary, therefore we have 


+o 


(25) lim (Ho(&,,) — log n) = | F0) 108 Fp 4x = J. 
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On the other hand, by Jensen’s inequality for integrals, 


+ 00 nv 


J Al T(x) 08 5 dx me =) I(x) log —.dx = 


| 7) 
(26) nt 
k+l 1 
= n as a 
= es | F(x)dx | log aa ——> Du log — == Ho(&,) — log n. 


j (ay x 
(25) and (26) prove (15). 


REMARK. Theorem 3 combined with Theorem 1 gives a new proof for 
Theorem 2. Compared with the proof thus obtained the original proof of 
Theorem 2 has the advantage of being completely elementary. 


Now we turn to prove that Theorem 1 cannot be sharpened in the 
sense that Ho(&,)—logn can tend to —oe arbitrarily slowly for a suitable 
— with a not absolutely continuous distribution. Hence, as by Theorem 3 


Ho(&,,)—logn +»—-ce is possible also in the absolutely continuous case 
+0 


(namely when | f(x) 08 dx =-— oe), it will follow that in terms of the 


asymptotic behaviour of Ho(§,.) no necessary and sufficient condition can be 
given for the absolutely continuity of the distribution of &. 


THEOREM 4. /fc, (n=1,2,...) is an arbitrary sequence of real numbers 
for which limc,=-+-%, then there exists a real random variable &, with 


N-> © 


values in the interval [0,1) having a singular distribution, such that Ho(§:)— 
—logn>—c, for any sufficiently large n. 


Proor. We shall use a construction used by A. RENyI for a similar 
“purpose (see [2], p. 195). Let ai,as,... be a sequence of positive integers 


wv 


a ; 
which will be specified later and 5. Dai. We define a measure v corre- 


4=1 


sponding to the sequence {a;} on the subintervals of /=[0, 1), having the form. 
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k k+l , 
en”? ae | (n31)2) 5 kOe a) by Ppetting 
] 
k k if — j —_ SEN hg oy. 
O otherwise, 


if kee l2™ or (129 — 


where "| : aca. = a 
De n-1 en -1 pie 


{ O otherwise. 


Let us extend this measure in the usual way to all Borel subsets of 
J=[0, 1) and denote by &” a random variable with the distribution function 
F(x) =y7[0,x). It is easy to show that if there are infinitely many a,’s dif- 
ferent from 1, the distribution function F(x) of §& is singular. 


As £” = Re takes on 2" different values, each with the 


on 


probability oa we have by (3) 


(28) Ho (E's) = 2 2 log 2 4. 


Further, applying (12) with «—2 we obtain that 
(29) H.(&”) — log k = Ho(#”)—log/—log3 if /=k. 


Let us choose the sequence {a;} to contain infinitely many a;>1, so 
that for sufficiently large n (n=) 


(30) »— n= a (a;—1)< min c;—log3 


=r] ; 2*n- 1 


(this is always possible, since lim c,—-+ ~). 


Then, if 2™'<k=2™ where n=1, we have by (29), (28) and (30) 
(31) Ho (E”)— log k = Ho (E .)—log 2 —log 3 == n—s,,— log 3> 


>— min c¢=—c,. 


i 8n-1 


Thus Theorem 4 is proved. 
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The results obtained can be generalized to random vectors. Let 


1 2 
E= (', & .,§) be a random r-dimensional vector. Let us put 

: ee Ye | 
a ——— ler Ci aed 2 itd 

(32) z.—(4 [n& i; n [n& De Wea ’ 

aps a es - coe ] | = Er | Oe = cl aie ie pe kv) <= jor ie pie u 

: i a: cams (esis feast al Meet 
=P an) 


Suppose that Hy (&:) <-+ oo, 
If the distribution of — is not absolutely continuous, then there exists 


an ¢>Q such that for every 0>0, n>no(0) there can be found intervals 
of the form 
——— ix eee boat ky = x! = Ki ky =< x” < fn 
) ) ions n ee wy A - | 


(n and the ks are integers, 71, 2,...,s—s(0, n)) for which 


s S ae x is 
(33) = H(/i) =—-<6 and pa P(E€ Jj) mat Pee aie silos e2 
* fio = J= ] J 
(In fact, He definition there exist such disjoint intervals /{, 4,...,J/s that 


(6) r(8) 0. 
Lui<$ — and 2 eG € /;)>«. For sufficiently large n the set > ali can be 


ered at aan fot ine ewesive form, (js=1, 2... S so that 
r(6) 


Sue<2 de and for this /;’s (33) holds.) 
Using (33) we obtain similarly to Theorem 1 that lim (Ho(&,)— 


n—> 


—rlogn)=—ooc. Theorems 2 and 3 and their proofs can also be carried 
over to the r-dimensional case with obvious changes. 

The construction in the proof of Theorem 4 must be modified as follows: 
Let us choose a sequence of positive integers {a,} containing infinitely many 
a:>1 so that for every n=No 


ieee min c;— log 3. 


irl 

We denote by »’ the measure on the Borel subsets of the interval [0, 1) of the axis 
x’, corresponding to the sequence {a,,} by the construction in the proof of Theo- 
rem 4, Then y= 7'xv?x---x" is a measure defined on the Borel subsets 
of the unit cube and if & is a random vector with P(&¢A)—7(A) (for any 
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Borel subset A of the unit cube), then — has a singular distribution and we 
obtain similarly to the proof of Theorem 4 that 


Ho(—,)—rlogn>—c, for every n>2°-1, 


Thus we have 


THEOREM 5. For any random r-dimensional vector E with Hy(E:)< + co 
there exists lim (Ho(E,)—rlogn). This limit is equal to —cx if the distrib- 


n> © 


ution of © is not absolutely continuous and equal to 
+0 +0 


FCT, er log FG - dx'dx?---dx" 


QQ 


, X") 
if the distribution of © is absolutely continuous with the density function 
f(x}, 7, ...,X") (—x~ SI<+-). Further, for any sequence of real numbers 
C, 7+ there exists a bounded random vector § with singular distribution 
for which Ho(§.)—rlogn>—c, for every sufficiently large n. 


I wish to express my thanks to professor A. RENy!I for his kindness 
reading through the manuscript and giving me valuable advices. 


(Received 4 May 1960) 
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HOPMAJIBHbIM NOPA/OK A/YIATUBHbIX APH®METUYECKUX 
@®YHKUMM HA MHODKECTBE “C/IBUHYTbIX” MPOCTHIX UMCEII 


M. B. BAPBAH (Tawkeut, CCCP) 
(IIpeactasneno 1. Typanom) 


Xapiu u Pamanygxan [1] Beeru nonaTHe 0 HOpMabHOM MOpAAKe 
apupMeTH4ecKON (pyHKUMM, 3afaHHOM Ha HEKOTOPOM MHOxKeCTBE 4NCeN. 


Ilyctb f(m) — cyt kuMA, 3afaHHad Ha HEKOTOPOM MHOxKecTBe M_ uesnbix 
NOJOKUTEIbHBIX 4uCe, Q(n) — KOM4eCTBO 4MCe 9TOrO MHOMKEeCTBa, He 
NpeBocxosAlinx n, g(n) — Bospacratoulad dyHKuna. OGosHayum 4epes N(n) 


KOJIM4eCTBO 4NCel MHOxKeCTBa M, He mMpeBocxo_AuMx nm nu OOJaqaroulMx 
CBOUCTBOM 


(—a)g(n) <f(m) <(1 +4) g(a). 


Mb roBpopu¥M, 4TO g(N) eCTh HOPMAJIbHBIN NOpaA_oK @yHKunu f(m), ecsm 
a INH z 
lim aoa) oz IA JIOOBIX JOCTATO“HO MAJIBIX MOJIOKUTEbHBIX &. 


ore (Nn) 


IIpupeyeHHoe onpeesennue, XOTA M HECKOJbKO OTIM4AeTCA OT ONpeeeHHA 
Xapau u Pamavhyfxana, no cyulectBy copmajaeT Cc mocilequum, Kora 
g(n) — MefeHHO pactyiiaa dbyHKuMa, a MHOXKeCTBO M — ue CJIMuIKOM pej- 
koe (Hampumep, ecu Q(n)>n°*). 

B ynomsanytou ctarbe Xapyu uv PamManyfxKaH fOKasau, 4TO In Ina 
ABIACTCA HOPM@JIbHbIM NOPAKOM (PyHKUMM v(m) = > 1 Ha MHOKeCTBe BCeX 


y m 


HaTYPaJIbHbIX “MCE M Ha MHOMKECTBE OeCKBAMPaTHbIX 4MCELI. 
, C Tex mop 9TOT pesyibTaT Obl OOOOUIEH PasIM4HBIMM aBTOpPaMM B 
| ~pas/IM4HbIX HaMmpaBieHAx. 

Ipréu [2], ucnonp3ya Metron Xapyu wu PamManysKana u OCcTpoym- 
HbIM OOPasOM MOJIYYeHHy!O UM OLeCHKY CBePXy jIA KOJIMYeCTBA MpOCTbIX 4NCELI, 
He MpeBOCXOMALIMX N M YAOBNETBOPAIOUIMX ycOBMIO ¥(p—1)—K, joKasaa, 
yTo InInjn aABIAeTCA HOPMAJIbHBIM MOPAAKOM (pyHKWMM (77) Ha MHOKECTBE 
—4ucel Buga p—l. 

Typau [3] a1 HoBoe foKazaTerbcTBO Teopembl XapAu u Pamanys- 
*KAHA M OOOOUIM ee Ha WIMpOKMH KIacc Apyrux apudmMeTu4eckux (byHKuMM, 
ZaAHHbIX Ha MHOMKECTBE BCEX HaTyPaJIbHbIX YMCE, a [IA (pyHKUMM (mM) foKa- 
3al AHANOPMYHbIM pesy/IbTAT JIA MHOHKECTBA YMC, ABAIOUIMXCA 3Ha4eHMAMM 
UeOYNCCHHOFO HEMPMBOAMMOFO MOJIMHOMA B OOMACTH BCeX HaTyPaJIbHbIX AMCEd 
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Ky6uatwc [4], npumenaa metro, Typana, oka3al ananorM4ny!o TeO- 


Bs 

peMy [WIA BCeX CHJIbHO af[MTHBHBIX (f(m) = > f(p)) apudmeruyeckux (pyHK- 
p\m 

lMi, 3aaHHbIX B OOIACTM BCeX HaTypaJIbHbIX 4MCeL. 


Merox Ty pata OCHOBbIBaJICA Ha OWeHKE CpefHe-KBaspaTH4eCKOrO YKJI0- 
HeHMA apudMeTH4ecKOH cpyHKUMM OT CBOerO CpeHerO 3Ha4eHHA (T. e. AMCHepcuH, 
€CJIM MOJIb30BaTbCA TEPMMHOMOPMeM TeOpuu BeposTHOCTEeN). 

Ojuako HemocpescTBeHHOe mpumMeHeHMe MeTOosa Typaua Kk 3agaye 
Ipréma u kK ee OGOOMeHMIO Ha Apyrve apudMeTH4eCcKHe PyHKUMM OYeBMAHBIM 
oOpa30M ynupaercaA B CepbesHble, NOYac NMpOOeMaTM4HbIe CBeqeHHA O pac- 
npefeseHuM MpOcTHIX 4MCe B MporpeccwAx C paCcTyIMM MOJJIeM. 

Ecuim ke MCMOb30BaTb MpocToe CBOMCTBO JMCMepCHM He YMeHbIUAaTbCA, 
KOra MHOMKECTBO 4MCe, Ha KOTOPOM 3afaHa (PyHKUMA, 3aMeHAeTCA Ha OObEM- 
mroujee (cp. JImHHuk [5]), TO qa HaWIMx WeeM ObLIO ObI OCTATOYHO HaMTH 
Takylo “OOOJO4Ky” Hal MHOMKECTBOM TIPOCTHIX 4HMCe, TOO! MIA KOJIM4eCTBA 


ne 
ee uncel B UHTepBate (1,7) BbINOTHANOCb HEPaBeHCTBO 0"), uo 4TOOBI 


BONPOCbI pacnpefeeHua 4ncel asTOM “OOOM04KK” B Mporpeccuax Cc pacTyWIMM 
MOJyJIEM yoKE He ObWIM MpoOOeMAaTH4HBIMH. 


Ho taxon “o6004KON” Kak pa3 UM ABIAIOTCA YMCA M=N, He MeNAUMeECA 
1 


Ha MpOctble, HE MpeBOCXOMMULMe N* JIA PaCTYWIMX @, 4YTO JOKASbIBAeTCA MeETO- 
yom Bpyua. To, uro pemeto Bpyua faeT aCHMNTOTHYeECKOe PaBeHCTBO JIA 
KOJIM4ECTBA 4YNCeI M=N, KOTOPHIe OCTAaIOTCA MOCIe OTCEMBAaHHA H3 HUX YMCe, 
NpubaWiexKalux HEKOTOPbIM (PHKCHPOBAHHBIM KlacCaM BbIYeTOB NO MpOcTbIM 


MO/LYJIIM, He MpeBOCXOAAUIUM 2& (@=a(n)— ~), tbakT — UIMpoKO ncnoub- 
3yeMbIM B BeEPpOATHOCTHOM Teopun nce (cM [4], HHTepecHO cpaBHUTb c [6)). 

TakuM OOpa30M, Ha OCHOBe JIMIb 9eMeHTapHOrO MeTOAa NOABIAeTCA 
BO3MOXKHOCTh OOOOMLEHHA TeOpeMbl OpEwia, a MMCHHO, MMeeT MECTO CIEMyIO-- 
asi 


Teopema. [lycrs f(m) — HeorputatesbHad CHIbHO asMTHBHAA apup- | 
MeTHYeCKAad (PyYHKUMA, : 


An = > Ae, A, = max |f(p)|, An—oo WM A,=0(An) mph noo. 
p vw pan 
Torya A, — HOpMaJIbHbI mopaqoK f (1m). 


Ham monagoOutcs HeECKObKO JIeEMM,. 
1 


Jlemma 1. Tlyctb (k, /)—1. OGo3sHayum yepes (k,n, n*) KoM4eCTBO 
wuce mporpeccun km-+-/, He MpeBocxosAMIMX N M HE JeAAUIMXCA Ha NpocTHle, 
1 


MCHbUIMe MIM paBHble n“. Tora fia OcTaTOUHO GOoObUIMX, HO (pukcupo- 


— 


HopMaabubiit nopsgoK aaquTuBHEx apudbmetu4uecKux (pyHKuun 411 


BaHHbIX @, u Bcex kK=n? (0 = 0(a)), npu n=n,(e) 


A -alne 
mu(k, n, n®) = —— ie ae PL 


p(k) paca ila % p(k) Inn’ 


re vepes 6 ayech M B faJIbHeEMUemM OyseT OOO3HAYeHA BeNMUMHA, NO aOCOMOT- 
HOMY 3Ha4eHMIO MeHbIlad 1, He OOA3aTeENBHO OfHA M Ta %xKe Ha MpoTAKeHMU 
BCerO M3JIOXKEHMA. 


JlokazaTesbCTBO NpoBO_MTCA MeTOAOM peuleTa Bpyna (cm., Hanpunep, [7]). 


Jiemma 2. B ycnopuax u o6o3Ha4eHMAX MpesbIyUleh eMMbI 


1 


aye LOY 
ra (k, n,n*)<¢c(@) ESAT 


JI€MMa ABIACTCA OYCBMHBIM CJEACTBMEM MpeMbIyuyer. 
1 


Jlemma 3. O6o3Hauum yepes M.(a,n,n“) uucno pemennit Heonpese- 
JI@HHOrO ypaBHeHua yi—/—ay2 B HaTYpabHbIX 4MCIaX 1, y2, He mpeBoc- 
1 


XOMAIMX N WM HE JeMALIMXCH Ha MpPOCTHIe, MeHbUIMe MIM paBHEle n“. Torna, 
ecim d=n’, ¢=o(a)<1, To 
Mann) <c) 1142] 
1 a a I 
g(a) In? n oa 
OTO HepaBeHCTBO, OYeBMAHO, TakKKE JOCTYMHO MeTOAy peuleTa B (popme 
Bpyua umm Cenmbpoepra. 


Jlemma 4. 
(+5) 
Ze == O(in 7 
a=n yp (a) ( ) 
Jloka3saTeIbCTBO 
b+5)_ (t+ tal 
1 a === 
LEAN I oe fa 
aSn g(a) fs 
1 ze a 2(d) aa 1 ] 
aoe 2 4 3 a 
ie o(> a at (d) d 2 Pay Ss a 


=O [in i oe ee =O [in n mi _ EA) = O(Inn). 


d=n 


Tenepb MbI MOKEM MPHCTYNMTh K JOKAZaTebCTBY TeOPeMbl. 
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OuesujHo, TeoOpeMa ABJIACTCA CIEACTBUEM cule jy Olen OUEHKH JMCNePCnHn: 


(1) D= & (e—)—Ay =| Ai] 
Ho 
(2) Ds 2X G0—)—-Ay = POD —2An & IO) + An 2d, 


v-l=n 
1 
re v mpoOeraer 4ncia, HE JeIAU[MeCA Ha MpocTHle, He mpeBocxosaumMe n®. 
OueHuM CyMMbI B MpaBpon uactn (2). 


2 Pe—-)= 27 O 2 1+ 2IOi@ > 1 ae 


y-l =0(pq) 
yvy—l=n PY v-l=n 


y- Sea 


jlasee 
De 2 PP) Pi! tage ate) ee eae 


= vA=aG) <p v-T=0() 
y—l=n y-l=n 


Tpumenaa x >>) emmy 2, nonyaum 


DH iN rie reek Ole tA) =0| Ara] 


K >> npumenum semmpr 3 u 4: 


=Ol4, 2D Dl) = O (Aaa Did) 


n pn 


d _ Le 
— OU; os M,(a, n, n“)) mee ola BL oe pla 


1-6 


aS 


Takum o6paszom, 


el 
Tenepb oueHum » 


y= TAMO DZ I+ D> fog, SF 1—Di+ Ds. 
pq= = y-l=0 no rer =n v-l=0(pq 
PFY y-len y—lSn 


yr “3 
>> ollenupaerca TOUHO TaIOKe, Kak >>. Takum o6pasom, 


ial 
Inn 


Hopmanbupiit nopsgok apqnrupnpix apudMetnyeckux (pyaKunit 413 
R72 
K »Y npumenum jiemmy 1: 


eG) eh, ee > MOL@) 
Qin 1 (i | 2 a ee en 9(pq) 
P#¥Y 


pqs (Pq) ae) 


PF 


p=n 


(nlocieqHee 3a cueT pg, He B8aMMHO-NpoctHIX c iL) 


Tak kak 
N L(P)FQ) =4( Si) 
pet P(PQ) po) 
DFY 
TO 
” F(P)F(Q) pwina 92 
= ae aes Bea) aoe Huntanl pn Cah 
DF 


Tenepb, coOupaa Bce oueHKH, nowly4uuM 


tee HP)FQ) 


Be Fa 
No _@ine 42 nN 2 
TAG ae aes 


O4HO TakOKE Mbl MOKKEM OLeHUTD > Siv—b). 
: vy—l=n 


ae 


Sasha 8: alna 
+26 ao An +o Ay). 


ae (3), (4) B (2) M npuMenaa atemmy 1 npn k—1 gua onenkn 


ze. 1, nosuy4um 


Dae Hb—3)| 2 Ame 2. 3 Bele 
o v#Y 


nN -alna@ 72 nN 2 
“A geese of a). 
2 ANU erp? ai nwteuls 
< £i(@) 6 
mak Kak ff 1—= Saree. a BbIONUpad c@ JOCTATOYHO OOJIbUIMM MOdK 
nn 
=, 1/a 
p= 
IpaxkeHne ee“! cyelaTb MPOU3BOJIbHO MaJIBIM, TO JIA 3aBeEPLUeHHA OKa3a- 
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} 
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T@JIbCTBa JOCTATOYHO MOKA3aTb, ATO 


aay eae i =, 9(P) 
DEY 


(5) 


Ho, BO-nepBbIx 


y MAF —| y 0) j 
(6) =e 9(Pq) =(> err ao 


PFY 


1 
Bo-BTOpbIx, MIpHMeHAA XOPOWIO MBBeCTHYIO OLeHKY Pies =U Iny+O(\), 


uMeeM a 
m TIB_ yO, Srolsa—pl- Se t= 


ASO [4 Ss 4] OCA) Aa rothey 


n° <p<n 


Tenepb nogcranopKa (6) u (7) B BbIpaxenve qua W (5) 3apepuiaeT LOKasaTe/b- 
CTBO TeOpeMbI. 


(Tlocrynuao 6. V. 1960.) 
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ON THE NORMAL ORDER OF ADDITIVE ARITHMETIC FUNCTIONS 


By 
M. B. Barsan (Taskent, USSR) 


(Summary) 


The aim of the present paper is the proof of the following theorem: 
If f(m) is a non-negative strongly additive (f(m) = pal f(p)) arithmetic function, 


p|m 
A, = Se) , A,—maxf(p), A,+co and A, =o(A,), 
pan pon 
then A, is the normal order of f(n). 
The method used in this paper is similar to those of TurAn [3] and Linnik [5]. 
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UBER RINGE MIT MINIMALBEDINGUNG 
FUR HAUPTRECHTSIDEALE. II 


_ Von 
PF. SZASZ (Budapest) 
(Vorgelegt von L. Répe1) 


Professor L. Répei zu seinem 60. Geburtstag gewidmet 


§ 1. Einleitung* 


Die im Titel erwahnten Ringe werden kurz MHR-Ringe genannt, die 
schon in unserer Arbeit [26] untersucht worden sind. Unter einem Ring 
verstehen wir immer einen assoziativen Ring, unter dem Radikal das Jacob- 
~sonsche Radikal, unter einem halbeinfachen Ring einen Ring mit dem Radi- 
kal (0). Fiir die Grundbegriffe verweisen wir auf [13], ferner auf [1], [4], [7] 
und [21]. Unter einem MH,R-Ring verstehen wir einen Ring mit Minimal- 
_ bedingung fiir die in Hauptrechtsidealen liegenden Rechtsideale. Hiernach ist 
jeder Artinsche Ring (d. h. ein Ring mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale) 
ein MH,R-Ring und jeder MH,R-Ring ist ein MHR-Ring, aber die Umkeh- 
rungen sind falsch. Ferner wird ein Ring mit Minimalbedingung fiir Haupt- 
ideale (bzw. fiir die in Hauptidealen liegenden Ideale) kurz MHJ-Ring (bzw. 
_MH,/I-Ring) genannt. Die MHR-Ringe mit Maximalbedingung fiir Haupt- 
_rechtsideale nennen wir MMHR-Ringe. Ein MHU-Ring bedeutet aber stets 
einen Ring mit Minimalbedingung ftir die durch ein Element erzeugten 
_ Unterringe. 
: Bekanntlich wird ein Ring A im von Neumannschen Sinne regular 
-genannt, wenn es zu jedem Element a€ A ein x€ A mit a=axa gibt. Ist 
-ferner A ein beliebiger Ring mit einem idempotenten Element e, so wird das 
-Hauptrechtsideal (e),eA von A ,,regelmafig” genannt, wenn der Unterring 
—Q.=(1—e)AeA(1—e) nilpotent ist. Bezeichnet / den Ring der ganzen rati- 
-onalen Zahlen, so ist 1 €/ im Falle 1¢ A ein Operator mit (1—e)AeA(1—e) = 
= faeb—eaeb—aebe+eaebe|\a, b€ A}. Der Unterring Q, ist ein Quasiideal 
im Sinne von O. STEINFELD [23]. Bezeichnet e;; die Basiselemente des vollen 
Matrizenringes A=(//(2)), (j= 1,2), so ist euA wegen e»€ Qe, kein 
‘tegelmafiges Hauptrechtsideal. Ist aber A kein Nilring und ist A entweder 


1 Diese Arbeit ist ein Teil der Dissertation (1959) des Verfassers. Wir verweisen 
noch auf [26] und auf die Note [6], die voneinander unabhangig zustande gekommen sind. 
Vel. noch F. SzAsz, A féjobbidealokra nézve minimum-feltételti gytirtik, | M TA Mat. és Fiz, 
Oszt. K6zl., 11 (1961), S. 135—177, was eine abgekiirzte Version der Kandidatsdissertation ist. 
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ein MMHR-Ring oder ein Artinscher Ring, so ist eA mit jedem Hauptidem- 
potent e regelmaBig. Wiederum ist eA in einem beliebigen Ring A regel- 
mabig, wenn e(—e’) zum Zentrum von A gehdrt. Ist nun ¢ ein Ringhomo- 
morphismus von A in B, so ist mit eA auch ep-Aq ebenfalls regelmafig. 

Ist E der volle Endomorphismenring einer beliebigen Abelschen Gruppe 
M, und A= A” ein Unterring von E, so sei A®*? der Zentralisator von 
A“ beziiglich E fiir jede natiirliche Zahl n. Es gelten immer AC! )— A 
und A@) — A®@ fiir alle K=1. Der kritische Fall ist im allgemeinen k=O. 
Ist nun A die ringtheoretische direkte Summe beliebig vieler einfacher 
Artinscher Ringe, so gilt auch A= A®, 

Ein A-Rechtsmodul M mit MA=M ist perfekt. Ein vollstandig redu- 
zibler A-Faktormodul M/K von M wird ,,ausgezeichnet” genannt, wenn jeder 
A-Homomorphismus eines beliebigen vollstandig reduziblen A-Faktormoduls 
M/L auf M/k ein Isomorphismus ist. Wir bezeichnen die Menge 
{x|x € M,x-J/“ 0} mit K.(M) fiir einen A-Rechtsmodul M und fiir jede 
Ordnungszahl «@, wobei / das Radikal von A ist. 

Nun werden wir die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammenfassen. 

Im § 2 werden das Noethersche und das Wedderburn—Artinsche Kri- 
terium verallgemeinert, ferner Eindeutigkeitsfragen erédrtert, bzw. spezielle 
halbeinfache MHR-Ringe charakterisiert. Es werden auch die subdirekten 
Darstellungen von MH/-Ringen, und eine Verallgemeinerung eines Kriteriums 
von A. KERTESZ betrachtet, das die halbeinfachen Artinschen Ringe durch 
eine Folge von dquivalenten Bedingungen bestimmt hat. Wir verallgemeinern 
auch ein Harada—Kovacssches Kriterium iiber die regularen Ringe. Hiernach 
und nach [26] ist jeder halbeinfache MHR-Ring regulir. Wir haben aber 
einen reguldren Ring explizit gegeben, der kein (halbeinfacher) MHR-Ring ist 

Im § 3 werden die additiven Gruppen der MHR-Ringe, insbesondere 
der MHR-Ringe mit Einselement, der MHR-Radikalringe bzw. der primi- 
tiven MHR-Ringe betrachtet. In einem nilpotenten MH,R-Ring gilt die 
Minimalbedingung auch fiir die in Hauptrechtsidealen liegenden additiven 
Untergruppen, und jeder Unterring ist ebenfalls ein MH, R-Ring. 

Im § 4 untersuchen wir die Struktur einer Abelschen Gruppe M mit 
(vollem) MHR-Endomorphismenring £. Ist nun der volle Endomorphismenring 
E von M beliebig, und A ein einfacher MHR-Unterring von E, so kann 
nach einem expliziten Beispiel auch (A=)A“ ~ A® gelten, d.h. der Zent- 
ralisator A® des Zentralisators A“) von A beziiglich E ist von A verschieden. 
Wir werden auch die Operatorenmoduln und die Loewyschen Systeme iiber 
MHR-Ringe erortern. 

§ 5 untersucht die Zusammenhange von verschiedenen Typen der Radi- 
kale von MHR-Ringen. In beliebigen MHR-Ringen stimmen das Baer— 
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McCoysche Radikal B, das Levitzkische Radikal K, das obere Nilradikal N 
und das Jacobsonsche Radikal / iiberein. Hat der MHR-Ring ein Rechtseins- 
element, so stimmen auch das Fuchssche Radikal Z und das Brown— 
McCoysche Radikal G mit dem Jacobsonschen Radikal J iiberein. Im_all- 
gemeinen gelten in MHR-Ringen Z>/J und G>/J, und es konnen durch 
spezielle Beispiele auch Z#J und G+/ bestatigt werden. 

Im § 6 betrachten wir die MMHR-Ringe und die regelmafigen Haupt- 
rechtsideale des Sockels eines Ringes. Hiernach ist jedes Rechtsideal R eines 
regelmafigen Hauptrechtsideales, als Ringes, des Sockels A, von A ebenfalls 
ein Rechtsideal in A, und es gilt noch eine Folge der Behauptungen, ins- 
besondere eine relative Charakterisierung beziiglich der regelmaBigen Haupt- 
rechtsideale des Sockels eines Ringes. 

Im § 7 werden die MHU-Ringe erértert. Es gibt einen MHU-Ring, 
der kein MHR-Ring ist, und einen MHR-Ring, der kein MHU-Ring ist. 
Ist nun A ein MHU-Nilring, der auch ein MHR-Ring ist, so bilden die 
Elemente von A beziiglich der Verkniipfung x-y—x+y—xy eine perio- 
dische verallgemeinerte auflésbare Gruppe G, die das direkte Produkt ihrer 
Sylowschen p-Untergruppen ist. Die Bedingung, daB jeder endlich erzeugbare 
echte Unterring von A ein Hauptrechtsideal von A ist, ist hinreichend aber 
nicht notwendig dafiir, daB ein MHR-Ring auch ein MHU-Ring sei, bzw., 
dai ein MHU-Ring auch ein MHR-Ring sei (vgl. Satz 3 von [25)).” 


§ 2. Uber halbeinfache MHR-Ringe 


Wir haben schon in unserer Arbeit [26] gezeigt, dafi jeder halbeinfache 
MHR-Ring A, als ein A-Rechtsmodul, vollstandig reduzibel ist. Diese Ringe 
A sind auch als zweiseitige (A, A)-Doppelmoduln vollstandig reduzibel. Es 
gilt nun die folgende Behauptung als eine Umkehrung und Erganzung dieser 
Tatsachen: 

2.1. Ist ein Ring A die direkte Summe seiner idempotenten minimalen 
Rechtsideale, so ist A ein halbeinfacher MHR-Ring. Ein Ring A ist genau 
dann ein halbeinfacher MHR-Ring, wenn A in die ringtheoretische direkte 
Summe von einfachen MHR-Ringen zerlegt werden kann. Diese letztere 
Zerlegung ist bis auf Isomorphie und Permutation eindeutig. 

Nach [26] ist namlich A, als die direkte Summe idempotenter mini- 
maler Rechtsideale, auch als ein (A, A)-Doppelmodul vollstandig reduzibel. 
Daher ist das Radikal / ein direkter Summand von A, folglich J/=0, denn 


2 Vgl. F. Szdsz, Die Ringe, deren endlich erzeugbare echte Unterringe Hauptrechts- 
ideale sind, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 13 (1962) (im Erscheinen), und die Kandidats- 
dissertation des Verfassers. 
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aus e—e€/ erhalt man e—O. Die weitere Behauptungen folgen aus dem 
Kapitel III von [13]. 


Satz 2.2. Jeder MHR-Ring A ohne nilpotente Elemente (0) ist die 
ringtheoretische direkte Summe von Schiefkérpern (GERTSCHIKOFF [11]). jeder 
nullteilerfreie MHR-Ring ist ein Schiefkirper. Jeder kommutative halbeinfache 
MHR-Ring ist die ringtheoretische direkte Summe von Ko6rpern. Jeder biregu- 
ldre [13] MHR-Ring ist die ringtheoretische direkte Summe von vollen Mat- 
rizenringen tiber Schiefkérpern. 

BeweEls. Jeder MHR-Ring A ohne nilpotente Elemente (40) ist namlich 
halbeinfach, denn das Radikal ist ein Nilideal. Nach dem Satz von LITOFF 
(Kapitel IV von [13]) laBt sich aber jeder endlich erzeugbare Unterring von 
A in einen solchen Unterring von A einbetten, der einem vollen Matrizenring 
iiber einem Schiefkérper isomorph ist, und der im allgemeinen_ nilpotente 
Elemente (0) hat. Hiernach ist jede uke Gets einfache direkte Kompo- 
nente von A ein Schiefkérper. 

Ist nun insbesondere A nullteilerfrei, so ist A selbst ein Schiefkdrper. 

Da jeder kommutative einfache Ring ein K6rper ist, und jedes (zwei- 
seitige) Hauptideal eines biregularen Ringes ein Einselement hat, gelten auch 
die weiteren Behauptungen im Satz 2. 2. 


BEMERKUNG. Der Satz von SZELE [27] ist eine Folgerung sowohl des 
Wedderburn—Artinschen Struktursatzes als auch unserer Resultate tiber MHR- 
Ringe. Dagegen kann auch ein kiirzer elementarer Beweis des Szeleschen 
Satzes tiber die Ringe ohne echte Rechtsideale gegeben werden (vgl. Lemma 
1 von [24]). 


SATZ 2.3. Jeder halbeinfache MHR-Ring ist ein MH,I-Ring. Ein MHI- 
Ring A ist dann und nur dann eine ringtheoretische subdirekte Summe_ ein- 
facher Ringe Ex (@€&), wenn A die ringtheoretische direkte Summe der 
Ringe E.(= Ez) ist. Dann ist A auch ein MH,I-Ring. 


Bewels. Ein halbeinfacher MHR-Ring ist zweiseitig vollstaindig redu- 
zibel, also ist er ein MH,/-Ring. 

Es sei nun A ein MHJ-Ring, der eine subdirekte Summe_ einfacher 
Ringe E% has §2) ist. Dann existieren maximale Ideale Ba mit A/Be™ Et, 
BEL sak =0, A*=Ba-+A. Wir zeigen, dali jedes Hauptideal (a) von A, als 


ein (A, A)-Doppelmodul, vollstandig reduzibel ist. Es sei namlich Cu (a) 0 Be: 

Dann kénnen die Ideale C. mit Ca= (a) weggelassen werden, und (a) ist. 
eine subdirekte Summe der iibrigbleibenden einfachen Ringe (a)/C.(~ A/Ba} 
ag Bz.). Ist nun (m) ein beliebiges minimales Ideal von A in (a), so existiert 
ein Ideal C. mit (m)¢C.,, also mit (2)—(m) @® Ca. Hiernach ist das endo- 
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morphe Bild Ca von (a) ebenfalls ein Hauptideal. Ist nun (m,) ein minimales 
Ideal von A in Cy, so gilt Ce =(m,) ® Cy mit einem Hauptideal Cg von A. 
Da aber A ein MH/-Ring ist, besteht (a2) =(m) @ (m,) © «+ ® (m;) mit einem 
geeigneten Index &, denn (a)5>C,5C;D-:- mu abbrechen. Deshalb ist 
aber auch A= U @), als ein (A, A)-Doppelmodul, vollstindig reduzibel, 


Ne Ze. Wie 


Herr Dr. A. KERTESZ hat in [15] und [16] bewiesen, daf eine Folge ° 
untereinander d4quivalenter Bedingungen unter den Ringen mit Linkseinselement 
genau die Artinschen halbeinfachen Ringe charakterisiert. Diese Bedingungen 
bestimmen aber genau die halbeinfachen MHR-Ringe in der gréferen Klasse 
der Ringe ohne Rechtsannullatoren (0). Ist nun A’—A, wenn A ein Eins- 
element hat, und sonst A’ die Dorrohsche Erweiterung von A mit Einsele- 
ment, so gilt der 


SATZ 2. 4. Fiir einen Ring A ohne Rechtsannullatoren (-£0) sind die 
folgenden Bedingungen untereinander dquivalent: 

a) A ist ein halbeinfacher MH R-Ring; 

b) A ist die direkte Summe idempotenter minimaler Rechtsideale ; 

c) A ist ein MHR-Ring und eine subdirekte Summe von Ringen, die zu 
idempotenten minimalen Rechtsidealen von A A-isomorph sind; 

d) A ist ein MHR-Ring, in dem der Durchschnitt gewisser modularer 
- ({13]) maximaler Rechtsideale (0), ist; 
e) A stimmt mit seinem Sockel A, tiberein; 
f) der Rechtsannullator in A’ jedes Elementes von A ist der Durchschnitt 
_ endlich vieler modularer maximaler Rechtsideale von A’; 
g) es gibt zu jedem Rechtsideal R von A ein Rechtsideal S von A_ mit 
BA—R+S, RAS=O0; 
| h) existiert die direkte Summe R* = x, R. fiir eine méglichst maxi- 
male Menge der minimalen Rechtsideale Rate € 2), so besteht A==R*. 


BEwWEIs. Gilt A= A, fiir den Sockel (d.h. Rechtssockel) A; von A, so 
ist A wegen A,-/==O genau dann halbeinfach, wenn A keinen Rechtsan- 
nullator (0) besitzt. Betrachten wir nun A* als einen A’-Rechtsmodul. Der 
- Beweis folgt nun aus dem Kertészschen Hauptsatze in [16]. 


BEMERKUNGEN. Ist jedes Rechtsideal R eines Ringes A, als eines A- 
- Rechtsmoduls, ein rechtsseitiger direkter Summand, so gilt A=B@® C, wobei 
® eine ringtheoretische direkte Summe, B ein halbeinfacher MHR-Ring und 
C ein Zeroring mit additiver elementarer Abelscher Gruppe ist. (Die additive 
Ordnung O*(c) jedes Elementes c von C ist eine quadratfreie Zahl.) — Ist 
insbesondere jedes Rechtsideal R eines Ringes A, als eines (A, A)-Doppel- 
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moduls, ein zweiseitiger direkter Summand, so gilt A—=B@® C, wobei B die 
ringtheoretische direkte Summe von Schiefkérpern, und C ein Zeroring mit 
elementarer Abelscher additiver Gruppe ist. = 


Satz 2.5. Ein Ring A ist dann und nur dann die ringtheoretische 
direkte Summe von Schiefkérpern, wenn jedes in einem Hauptrechtsideale 
liegende Rechtsideal R von A ein Rechtseinselement e besitzt. 


BeEwEIs. Es seien also e und e, Rechtseinselemente von R¢(a), bzw. 
von R,=(1—e)R(<(a),). Da Ri=(l—e) RU—e)R=0 ist, folgt aus der 
Halbeinfachheit von A auch R,=0O. Dies bedeutet aber, dai e gleichzeitig 
auch ein Linkseinselement von R ist. Nach unserem Satz 4 in [26] ist aber 
ein beliebiger Ring B dann und nur dann ein halbeinfacher MHR-Ring, 
wenn jedes in einem Hauptrechtsideale liegende Rechtsideal R von B ein 
Linkseinselement besitzt. Hiernach ist also der Ring A ein halbeinfacher 
MHR-Ring. Gilt nun e, AneA—O (e; =e), so hat e,A+e:A ebenfalls ein 
(zweiseitiges) Einselement, und die Komponenten dieses Einselementes k6n- 
nen als e; und é@ mit e@;@2— ee; =O gewahlit werden. Dann ist jedes Rechts- 
ideal von A ein Ideal, und somit ist A die ringtheoretische direkte Summe 
von Schiefkérpern. Die Umkehrung ist trivial. 


SATZ 2.6. Ein beliebiger Ring A ist dann und nur dann regular im 
von Neumannschen Sinne, wenn jedes Hauptrechtsideal von A ein Linkseins- 
element hat. Ein beliebiger Ring A ist dann und nur dann reguldr, wenn 
(a),(ay = (a), (a), fiir jedes Element a€ A gilt. (Vgl. S. Lajos und K. Iséki 
beziiglich Halbgruppen.) Jeder halbeinfache MHR-Ring ist reguldr. 


BewEls. Der Ring A besitzt nicht notwendig ein Einselement. (Wir 
verweisen beziiglich regularer Ringe ohne Einselement auf McCoy’s Buch.) 
Hiernach sei e—na-+ab (n€J; a,b€ A) ein Linkseinselement von (aQ),. 
Dann gilt aber a—ac mit c—na-+ba, also a~eac—a(n+b)a(n+b)a. 
Dies bedeutet die Regularitét von A..Umgekehrt folgt nun aus a—ada 
(d€ A) auch ad(na+ax)=na-+-ax, also die Existenz eines Linkseinselemen- 
tes ead in (a),. ; 

Gilt (a),- (a= (a), N (a); fiir jedes a € A, so ergibt sich aus a=(n,a + a,)- 
‘(b,a-+- na) (n: € 1; 6; € A) durch eine wiederholte Einsetzung a= a[(n,-+ d,)- 
‘(b,a + n,a)(n, + 6;)(n + 6,)Ja, also die Regularitaét von A. Umgekehrt geniigt 
es, in regularen Ringen (a), (a) <(a),- (a), zu beweisen. Jedes Element des 
Durchschnittes hat die Form b=ay=—za (y,z€ A). Gilt nun a=axa, so 
ist auch b= za=zaxa=ayxa € (a),:(a)i, w. z. b. w. 

Die letzte Behauptung des Satzes 2.6 ist eine Folgerung der obigen 
Verallgemeinerung des von Neumannschen Kriteriums beziiglich regularer 
Ringe, und die unserer Arbeit [26]. 
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Also ist jeder halbeinfache MHR-Ring regular, und bekanntlich ist 
jeder regulare Ring halbeinfach (im Jacobsonschen Sinne). Das folgende 
Beispiel zeigt aber die Existenz eines reguliren Ringes, der kein MHR- 
Ring ist. 


BEISPIEL 2.7. Es sei A die komplette direkte Summe unendlich vieler 


reguldarer Ringe A;, Ao,...,An,... usw. Es seien 5; == 014, A125. +, Qin, «s > 
bzw. b:=<0,0,...,0, Qin, Qr,ni1,--.> die Elemente von A mit beliebigen 
Qiun(0,€A1) und mit ay-tn- Qin =Ak-14n (€ An). Dann ist (61), (6162), > 
> (6:6263),5... eine unendliche absteigende Kette der Hauptrechtsideale, 


obwohl A offenbar regular ist. Es kann in A auch ein in einem Haupt- 
rechtsideale liegendes Rechtsideal ohne Linkseinselemente explizit gegeben 


werden: R= DBE —en)eA, wobei (b;-b2...6;),—=e;A (e;=e,) ist. 
j= 
Zum Schluf erwaéhnen wir eine Charakterisierung der MAH, R-Ringe. 


SATZ 2.8. Ein Ring A ist dann und nur dann ein MH,R-Ring, wenn 
die Minimalbedingung fiir die in Hauptrechtsidealen liegenden WNilrechtsideale 
von A gilt, und jedes in einem Hauptrechtsideale liegende Rechtsideal R von 
A die Gestalt R—eA@® Rk, hat, wobei e?—e und R, ein WNilrechtsideal von 
A ist. 


BEMERKUNG 2.9. Da jeder nullteilerfreie einfache MHR-Ring ein Korper 
ist, scheint es uns sehr merkwiirdig, alle nullteilerfreien einfachen Ringe zu 
bestimmen. Ist ein nullteilerfreier einfacher Ring kein Schiefkérper, so ist er 
aber deswegen kein MHR-Ring. Es kann aber auch ein solcher Ring ergeben 
werden. Man nimmt namlich einen nullteilerfreien Ring A, der sich in keinen 
Schiefkérper aber in einen einfachen nullteilerfreien Ring E einbetten aft 
(MaLczew; Coun). Dann hat E sicher die obigen Eigenschaften. Wir wissen 
bisher noch nicht, ob was ein Kriterium dafiir ist, da&i ein MHAR-Ring in 
einen einfachen MHR-Ring eingebettet werden kann. Man wiinscht ebenfalls 
eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir zu suchen und finden, 
daf in einer subdirekten Summe A beliebiger einfacher Ringe Ez die Ringe 
E, bis auf Isomorphie und Permutation durch den urspriinglichen Ring A 
eindeutig bestimmt seien. Man méchte auch die solchen Ringe explizit be- 
stimmen, deren jedes in einem Hauptrechtsideale liegende Linksideal ein 
Rechtseinselement (bzw. Linkseinselement) hat. Die ringtheoretischen direkten 

“Summen von Schiefkérpern sind namlich sicher solche Ringe. Wir wissen 
bisher ebenfalls auch noch nicht, ob es einen Ring gibt, der die direkte 
Summe von m idempotenten minimalen Rechtsidealen und die von n idem- 
potenten minimalen Linksidealen ist, wobei m und n zwei verschiedene 


unendliche Machtigkeiten sind. 
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§ 3. Die additive Gruppe der MHR-Ringe 


Die Methoden von L. FucHs—T. SZELE tiber die additive Gruppe der 
Artinschen Ringe, die spater von L. FUCHS weiterentwickelt wurden [7], 
kénnen auch auf die Untersuchung der additiven Gruppe der MHR-Ringe 
angewandt und verallgemeinert werden. 


Satz 3.1. Eine Abelsche Gruppe A* ist dann und nur dann die additive 
Gruppe eines MHR-Ringes, wenn A* —~B@C gilt, wobei B vollstindig und 
C reduziert periodisch sind. Existiert eine Priifersche Gruppe Z(p®) in A’, 
so liegt Z(p®) im zweiseitigen Annulator des MHR-Ringes A. 


Bewels. Ist A ein MHR-Ring und B die maximale vollstandige Unter- 
gruppe von A*, so gilt A*—B@®C mit reduzierter C. Ist nun (ma), 
(= m(a),) ein minimales Hauptrechtsideal unter den Hauptrechtsidealen 
(na), (n€/), so gilt maéB. Daher ist C periodisch wegen BnNC—O. 
Umgekehrt habe A~ die erwahnte Struktur, und es sei B—B,@ Bb. mit 
torsionfreier B; und mit periodischer By. Definiert man nun tiber 4; einen 
kommutativen K6rper [7] und sei B,A—AB2.-=CA—AC=0O, so entsteht 
iiber A* ein spezieller MHR-Ring. 

Ist ferner Z(p°)SA*,a€ Z(p°), Ola)=p*, A =8 @C ete 
vorigen Bezeichnungen beziiglich des MH R-Ringes A, so gilt x = b+-c(x € A) 
mit b€ B, c€C, O(c)=l. Die Gleichungen /u—a und p*v=6 sind in A~ 
lésbar, und es gilt ax—ab-+ac—a(p'v) + (lu)c = (p*a)r+u(lc) =0, also 
Z(p”):A=0. Ganz ahnlich ergibt sich auch A-Z(p?)=0 


SATZ 3.2. A* ist dann und nur dann die additive Gruppe eines MH R- 
Ringes mit Einselement, wenn A* =B@®C gilt, wobei B torsionsfrei vollstdn- 
dig und C beschrdnkt periodisch sind. A* ist genau dann die additive Gruppe 
eines primitiven MHR-Ringes, wenn A‘ entweder eine torsionsfreie vollstandige 
Gruppe oder eine elementare Abelsche p-Gruppe ist. 

BeweEls. Ist A ein MHR-Ring mit Einselement, so gilt Z(p%)¢ A”. 
Die maximale vollsténdige Untergruppe B von A* ist also torsionsfrei, und. 
der maximale periodische Unterring C von A, als ein ringtheoretischer direkter 
Summand von A, ist ein endomorphes Bild des Ringes A. Also hat der Ring 
C ein Einselement e mit O(e)—m. Hiernach gilt aber mC—0. Besteht nun 
umgekehrt A* — 6B @®C mit torsionsfreier vollstandiger B und mit beschrankter 
periodischer C, so konstruieren wir auf B einen kommutativen K6érper [7]. 


Ferner ist C die direkte Summe von Gruppen Z(p.') fiir gewisse Primzahlen 


Pp» und Exponenten k;. Wir sammeln nun die Summanden Z(p,), die zu 
einem festen Paar (p,,,k;) gehéren, in eine Summe D,,., zusammen. Nach 
einem wichtigen Lemma von L. Fucus ([7], S. 281) kann auf jede Gruppe 
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D»,; ein kommutativer Ring mit Einselement aufgebaut werden, dessen 
sdmtliche verschiedene Ideale 0, Pm Dmx, DinDin,ks -- ‘Dm Drea 0") sind’ Da 
nur endlich viele verschiedene D,,,; existieren, entsteht mit den Definitionen 
BD», = Dm,xB=O0 und Dy x Dri DptDm, x= Omn0jaDm,, offenbar ein 
MHk-Ring A iiber A~. 

Jeder primitive MHR-Ring ist nach [26] einfach. Gilt nun pA—A fir 
jede Primzahl p, so ist A~ vollsténdig, und zwar torsionsfrei nach der letzten 
Behauptung des Satzes 3.1. Im Falle pA-<A ist aber pA=—O, und hiernach 
ist A~ eine elementare Abelsche p-Gruppe. Umgekehrt kénnen auf die so 
bekommenen Gruppen kommutative Kérpern [7] aufgebaut werden, w. z. b. w. 


SATZ 3.3. Die Abelsche Gruppe A* ist dann und nur dann die additive 
Gruppe eines MHR-Radikalringes, wenn A* periodisch ist. Ist insbesondere 
A ein nilpotenter MH,R-Ring, so gilt in A die Minimalbedingung auch fiir 
die in Hauptrechtsidealen liegenden additiven Untergruppen von A* , 


BEWEIS. Es sei A* die additive Gruppe eines MHR-Radikalringes A. 
Dann ist A ein Nilring nach dem Satz 1 unserer Arbeit [26]. Ware nun 
x(# 0, € A) ein Element der Ordnung O*(x)=0, so wiirde (2*x),. = (2'*'x), 
mit einem Exponenten & bestehen. Dann gilt aber mit der Bezeichnung 
y=2*x eine Gleichung y—n(2y)+(2y)z, folglich auch (2n—1)"y= 
== (2n—1)”" '(—2z)y=--- = (—2z)"y=0 (n€1,z€ A, 2” =0). Da aber 
O(y)=0 gilt, und der Ring / der ganzen Zahlen nullteilerfrei ist, gelten 
2n—1=—0 und n=1/2€/, was unmoglich ist. Hiernach ist A* tatsachlich 
periodisch. Umgekehrt kann auf jede periodische additive Gruppe ein Zero- 
ring als ein spezieller MHR-Radikalring aufgebaut werden. 

Es sei nun A ein nilpotenter MH,R-Ring, AYO (A"'+#0) und L, 
mk — 1, 2, 3,...,—1) der Linksannullator von A* in A. Dann ist OCLic 
ewe J, =-A. es ser fermer OG; G2: 5CG3>..- eine unendliche 
-absteigende Kette von in einem Hauptrechtsideale (a), von A liegenden addi- 
Miven Untergruppen von A*, und acl, mit té€/, 1StsSn—1. Ist nun 
R;—=G;+G;A, so gelten R;€(a), und R;ACR;. Da aber A ein MH, R-Ring 
ist, so existiert ein Index ( mit Ris = Ri4g—=..., also auch mit Gi41 + Lea = 
=Gietli=... wegen GASL:ASCL;:. Aus x€L;A erhalt man namlich 
xA;-1, folglich auch x€Z;-1 und L)12L,A. Da aber der Verband der Unter- 
gruppen von A* modular ist, gilt Giii9 Li-1 2D Gi2N Lr1D.... Nach end- 
lich vielen Schritten gewinnen wir die Existenz eines Indexes %-, mit 
Gon th=Giwth=..., folglich auch mit Gi iN LiDGi_jw2eALid.... 
Diese unendliche Kette besteht wegen L:1A—0 aus in (a), liegenden Rechts- 
idealen von A, und da A ein MHA,R-Ring ist, mu auch die Kette 
Gi>Ge>G;3D... nach endlich vielen Schritten abbrechen, w. z. b. w. 
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BEMERKUNG 3.4. Es kann mit einer 4hnlichen Methode gezeigt werden, 
daB jeder Unterring eines nilpotenten MH. R-Ringes ebenfalls ein MMM, R- 
Ring ist. Gilt ferner die Maximalbedingung fiir die in einem Hauptrechts- 
ideale liegenden Rechtsideale eines nilpotenten MH;R-Ringes A, so gilt die 
Maximalbedingung auch fiir die in einem Hauptrechtsideale liegenden addi- 
tiven Untergruppen von A*. Wir wissen aber noch nicht, ob es einen MHR- 
Radikalring (bzw. einen nilpotenten MHR-Ring bzw. einen MH; R-Nilring) 
gibt, dessen ein Unterring S die entsprechende Kettenbedingung nicht  erbt. 
Auch das Problem der Existenz eines’ MHAR-Nilringes ohne die Minimal- 
bedingung fiir Hauptlinksideale bildet fiir uns bisher eine offene Frage. Wir 
wissen ferner ebenfalls noch nicht die Lésung von zwei wichtigen Prob- 
lemen beziiglich Abelscher Gruppen: 1. Was ist eine notwendige und _ hin- 
reichende Bedingung dafiir, dai’ die Abelsche Gruppe G einen vollen Endo- 
morphismenring mit Minimalbedingung fiir zweiseitige Hauptideale besitze ? 
2. Was ist ein Kriterium dafiir, daB auf eine Abelsche Gruppe G wenigstens 
ein MHR-Ring mit Maximalbedingung fiir Hauptrechtsideale (kurz: MMHR- 
Ring) aufgebaut werden kann? 


§ 4. Die MHR-Ringe als Operatorenbereiche 


Wir werden die Operatoren und die Endomorphismen einer Abelschen 
Gruppe ™ stets rechtsseitig schreiben. Offensichtlich erhalt man nun zwei 
verschiedene Problemkreise, wenn man eine Eigenschaft erstens fiir den Ver- 
band der Linksideale von F£, zweitens fiir den Verband der Rechtsideale von 
E erfordert, wobei E den vollen Endomorphismenring von M_ bezeichnet. 


SATZ 4.1. Ist E der volle Endomorphismenring einer Abelschen Gruppe 
M, so sind die folgenden Bedingungen untereinander dquivalent: 


I. in E gilt die Minimalbedingung fiir Hauptrechtsideale; 
Il. in E gilt die Minimalbedingung fiir Hauptlinksideale ; 
Ill. in E gilt die Minimalbedingung fiir Rechtsideale ; 
IV. in E gilt die Minimalbedingung fiir Linksideale ; 
V. M ist die direkte Summe einer endlichen Abelschen Gruppe und 
endlich vieler Exemplare & der additiven Gruppe aller rationalen Zahlen. 


Bewels. Aus I folgt V. Nehmen wir I an. Da E ein Einselement e 
hat, ist n£ fiir jede ganze Zahl n ein Hauptrechtsideal in E. Ist nun mE 
ein minimales Hauptrechtsideal unter den Rechtsidealen nE, so ist mE* eine 
vollstandige Gruppe, also gilt k(mE)—=mE fiir jedes k(€/, +0). Dann ist 
aber mM wegen mM =m(ME)= M(mE)=M(kmE)=km(ME)=kmM 
ebenfalls vollstandig. Es gibt also eine Untergruppe Mo von M_ mit 


. 
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M=mM © Mo nach dem Satz von BAER, wobei Mo offenbar eine m-be- 
schrankte periodische Gruppe ist. Da me—kmx, in E fiir jedes k(40, el) 
lésbar ist, gilt Z(p”) ¢ M. Folglich ist mM torsionsfrei. Ferner ist Mo die 
direkte Summe von zyklischen Gruppen wegen mM )—0 und nach dem Satz 
von Baer. Ist nun M— 2 © M; (M:+ 0) eine direkte Zerlegung von M, so 


bilden die direkten Summanden S,== > @M; eine absteigende Kette, und 


j=n+1 

es gilt M=M. @---® M. @ S fiir jedes k(€ J, =1). Ist nun die Abbildung 
a, €E die Projektion von M auf S,, so gilt offenbar (@,),<(an-1), wegen 
Qn14,—=a,. Besteht aber (@,),—(Qn-1)- im MHR-Ring E, so ist die 
Gleichung @,y,—Q,1 in E lésbar, und so ergibt sich M,—M,a,-1— 
= Mnanyn—=O wegen M,a,—0. Dies bedeutet nun, dai M die direkte 
Summe nur endlich vieler ihrer Untegruppen ist. Hiernach folgt aus | 
tatsachlich V. 

Aus II folgt V. Der Beweis ist dem ,,aus I folgt V’ ahnlich. Man 
bestatigt aber (@,),S (@n-1)) Wegen @,Qn1—a,. Ist E ein Ring mit Minimal- 
bedingung fiir Hauptlinksideale (d. h. ein MHL-Ring), so hat z,@,—=dQn-1 in 
E Lésungen, wenn n= Mo ist. Aus My, = Mndn-1 = Mi2ndn S Ma, =S,, folgt 
aber M,—0O wegen M,nS,—0, und dies bedeutet wirklich das Bestehen 
von V. 

Aus V folgen III und IV. Im Falle V ist namlich der volle Endomor- 
phismenring £; der torsionsfreien vollstandigen Gruppe mM ein voller Matri- 
zenring vom Typ nxn iiber dem rationalen Zahlkérper Ko. Der volle Endo- 
morphismenring F2 der endlichen Gruppe Mo ist aber offenbar endlich. Da 
ferner die additive Gruppe & aller rationalen Zahlen keine echte Untergruppe 
von endlichem (gruppentheoretischem) Index hat, so ist Hom (mM, Mo) = 0. 
Aus der Torsionsfreiheit von mM folgt nun auch Hom (Mo, mM) = 0. Hiernach 
gewinnen wir eine ringtheoretische direkte Zerlegung E—£; © Es. Also gilt 
in E die Minimalbedingung sowohl fiir die Rechtsideale, als auch ftir die 
Linksideale. 

Aus III folgt I. Dies ist trivial. 

Aus IV folgt II. Dies ist ebenfalls trivial. 

Das folgende Beispiel zeigt uns die Existenz einer Abelschen Gruppe 
M derart, daB der Zentralisator A® des Zentralisators A® von einem ein- 
fachen MHR-Unterringe A des vollen Endomorphismenringes E von M 
beziiglich E von A(= A) verschieden ist. 


BEISPIEL 4.2. Es sei namlich A der Ring aller Nox No Matrizen mit 
endlich vielen Spalten- und Zeilenvektoren (0) tiber dem rationalen Zahl- 
kérper Ko. Bezeichne e; die Matrizeneinheiten (/,/—1,2,...,n,..-) und 
hy einen Homomorphismus mit ¢;Ai One. Dann ist dieser An, ein 
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A-Homomorphismus wegen (@;;@:1) Ain = (@jMmn)@m im vollstandig reduziblen 
@ 

A-Rechtsmodul A, und es gelten Ayn», € AM, Shi =1, hiyhia=dnha, wenn 
=] 


wir den Ring A mit dem Ring A aller Rechtsmultiplikationen a (a€ A) und 
Ky mit dem Korper aller A-Endomorphismen von (é:1), identifizieren. Es sei 


ferner r;—= > Mufijhin (ty € Ko), 6€A® ein beliebiges Element, und 
i 
bj =hibh;. Dann gilt b= > by =D ryhy—= D>, hori, wegen  hgtg= 
49 iJ +3 : : 
haryhyj=ryjhy. Ist nun a= erihubyhy (€ (e:1)-), SO ist 1X —> aix (x € A) ein 
A-Endomorphismus von (é11),, also gilt 41;b;;A;1 = $j € Ko. Hiernach erhalt man 


by = ha Sghy = syhy=hgsy und b= 2} sijh;;, wobei s;; nur fiir endlich viele 


j von Null verschieden ist, denn eb muB nur aus endlich vielen Gliedern 
(+0) bestehen. Bezeichne nun A* den Ring aller formalen unendlichen Sum- 


men a*—= >” >i rye; mit r mit r;0 nur fiir endlich viele j. Ist ferner 
j i=l i 

M=A, m rz M, a°€A*, bE AM, so gilt (ma*)b=(mb)a", folglich auch 

A*c A@), Also erhalt man A® = A® wegen A® = A= M=—ACA*", w.z.b.w. 


SATZ 4.3. Ist A ein halbeinfacher MHR-Ring, so ist jeder perfekte 
A-Modul M_ vollsténdig reduzibel, und die Méchtigkeit der Menge aller 
A-nichtisomorphen irreduziblen A-Moduln ist gleich der Machtigkeit von Menge 
aller einfachen Ideale von A. 


BeweEls. Bekantlich ist jeder treue minimale A-Modul iiber einem pri- 
mitiven Ring A mit 0 Sockel einem minimalen Rechtsideale R von A 
notwendig isomorph. Ahnlich ist jeder perfekte minimale A-Modul iiber 
einem halbeinfachen MHR-Ring A einem minimalen Rechtsideale R des 
Operatorenbereiches A-isomorph. — Ist nun M(= MA) ein beliebiger A-Mo- 
dul iiber einem halbeinfachen MHR-Ring A, so besteht m—=2mz;a; mit 
mia; 0 (m;€ M;a;€ A) und mit a; 26;;, wobei 6;; in einem minimalen 
Rechtsideale Rj; von A liegt. Ist nun m;b;0, so ist m;R,(-£0) ein mini- 
maler A-Untermodul von M, und somit ist M vollstandig reduzibel. Die letzte 
Behauptung folgt durch klassische Methoden. 


BEMERKUNG. Das folgende Beispiel zeigt, daB es einen einfachen MH R- 
Ring A und einen A-Modul M derart gibt, dafi keine echte direkte Zerlegung 
MM. @®M, von M mit MAO und mit Mi:A=M; existiert. (Ist A 
ndmlich ein Artinscher halbeinfacher Ring, so gilt fiir jeden A-Modul M eine | 
direkte Zerlegung M=M)®M, mit MA=0, MiA=M,, wegen einer 
Peirceschen Zerlegung von M.) Es sei also A der im Beispiel 4.2  betrach- 
tete Ring A und M die Menge aller Paare (a,n) mit a€ A, n€ J, wobei wir 
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die Gleichheit und Addition der Paare gewohnlich definieren. Definiert man 
auch (a, n)b==(ab+-nb, 0), so ist M ein A-Modul. Dann folgtaus M@=M@M,, 
aus Mj)A—O und aus der Halbeinfachheit von A sicher M)—0. 


SATZ 4.4. Ist A ein beliebiger Ring, und ist xR ein direkter Summand 
von M fiir jedes in einem Hauptrechtsideale von A liegende Rechtsideal R 
von A und fiir jedes Element x von jedem A-Modul M, so ist A notwendig 
ein halbeinfacher MH R-Ring. 


Bewels. Es sei A ein Ring mit der obigen Eigenschaft und M der 
spezielle Modul aller Paare (a,n) (a€ A,n€/) mit (a,n)b=(ab-+-nb, 0) 
und mit gewohnlich definierter Gleichheit und Addition bzw. mit der obigen 
Operatormultiplikation. Es sei x (0,1) und (e,0) die Komponente von x 
in der Zerlegung M—xR@ K fiir ein Rechtsideal R, das in einem Haupt- 
rechtsideale (a),(< A) liegt. Dann ist e(€ A) notwendig ein Linkseinselement 
in R, und somit ist A nach unserem Satz 4 in [26] ein halbeinfacher MHR- 
Ring, w. z. b. w. 


4.5. Es sei A ein MHR-Ring mit dem Radikal J, und M ein perfekter 
A-Rechstmodul, K ein Untermodul von M. Der Faktormodul M/K von Mist 
dann und nur dann vollstdndig reduzibel, wenn M] < K gilt. 


BEweEIs. Ist M/K vollstandig reduzibel, so besteht (M/kK)/— Kk/K, also 
Mj < kK. Umgekehrt folgt aus MJ < k, dafi M/K ein (perfekter) A//-Modul 
ist, der nach 4.3 vollstandig reduzibel ist. 


4.6. Sind-sowohl M/k, als auch M/k» vollstindig reduzible ,,ausge- 
zeichnete’ Faktormoduln eines perfekten A-Moduls M, so gilt ki= ky (Die 
Definition s. im § 1.) 

BeEweEls. Unter den Voraussetzungen erhalt man nach 4.5 sofort M/c ki 
und M/¢cK2, also M/< ki Ke. Dies bedeutet aber nach 4.5, daB M/(Ki 0 Ko) 
ebenfalls vollstandig reduzibel ist. Da auch die A-Homomorphismen 


m-+(Ki 0 Ke) m-+ K; G21, 2;716M) 


nach der Definition des ausgezeiechneten Faktormoduls Isomorphismen sind, | 
besteht K, — Kin Ko= ke, w. z. b. w. 


4.7. Es sei A ein MHR-Ring mit nilpotentem Radikal J und mit der 
Eigenschaft acaA fiir jedes ac A. Es sei ferner MM ein perfekter 
A-Modul und M;,/Mi1 ein vollstindig reduzibler ausgezeichneter Modul ftir 
k—0, 1, 2,3,.... Dann kann das obere Loewysche System MDM, > M2>... 
in der kanonischen Form M>MJ>M/J?D... eindeutig dargestellt werden. 
Das aus den ,,Hypersockeln” von M_ bestehende untere Loewysche System 
lipt sich aber unter den Voraussetzungen in der kanonischen Gestalt 


11 Acta Mathematica XII/3—4 
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K(M)CKi(M)c Ko(M)c... — eindeutig darstellen (K,(M)= (m\|me€M, 
mfi=0})- 

BEMERKUNG 4.8. Wir wissen bisher noch nicht, wie weit die Vorausset- 
zungen MA=M, J"=O0 und acaA (fiir jedes a€ A) dafiir abgeschwacht 
werden kénnen, daB es eine ausfiihrliche Bekanntmachung tiber eine explizite 
Darstellung der oberen bzw. unteren Loewyschen Systeme iiber MHR-Ringe 
méglich sei. Es ist aber ebenfalls eine offene Frage, ob genau wann die 
Bedingung A® = A®) fiir einen halbeinfachen MHR-Unterring A des _ vollen 
Endomorphismenringes E von einer Abelschen Gruppe M gilt. 


§ 5. Die verschiedenen Typen der Radikale von MHR-Ringen 


Bezeichne J das Jacobsonsche Radikal [13], B das Baer—McCoysche 
(untere) Nilradikal [2], [19], N das obere Nilradikal, L das_ Levitzkische 
Radikal [18], Z das Fuchssche (Zeroid-) Radikal [9] und G das Brown— 
McCoysche Radikal [3]. In beliebigen Ringen bestehen immer BCLCN¢/SG 
und N&Z. Es gibt Ringe sowohl mit ZC/ als auch mit GC Z. Wir sahen 
schon bei Satz 1 von [26], daB / in MHR-Ringen stets ein Nilideal ist. 
Vielmehr hat J in MHR-Ringen die stérkere Eigenschaft, da® jedes ,,unend- 
liche Produkt” j:-jo-js--- (ii € J) gegen Null konvergiert. (Ist aber A= {a}, 
O(a)=0, a"=0 (n=2), so streben alle ,,unendlichen Produkte” in A 
ebenfalls gegen Null, obwohl der Radikalring A— {a} kein MHR-Ring ist.) 

Es gilt nun auch 


Satz 5.1. Ist A ein MHR-Ring, so gilt in A immer B=L—N=J. 


Bewels. A/B ist ein Ring ohne nilpotente Ideale (—40) bzw. nilpotente 
Rechtsideale (£0). Hiernach ist ein in //B liegendes minimales Rechtsideal 
weder nilpotent noch idempotent. Dies bedeutet aber /—5, also B=L= 
=N=j. 


SAaTz 5.2. Es gilt in MHR-Ringen A stets ]< Z. Hat insbesondere der 
MHR-Ring A ein kechtseinselement e, so ist ]=Z= CG. 


Bewels. Es sei erstens A ein beliebiger MHR-Ring. Nach [9] ist 
Z=Z,Z,, wobei Z; (bzw. Z,) die Summe aller /-Zeroideale (bzw. r-Zero- 
ideale) von A bezeichnet, die mit dem Durchschnitt aller maximalen /-Zero- 
faktorideale (bzw. r-Zerofaktorideale) iibereinstimmt. Diese maximalen 
(bzw. r-) Zerofaktorideale sind nach [9] Primideale in A. Daher ergibt sich 


’ Vgl. F. SzAsz, Beziehungen zwischen den Abelschen Gruppen und den assoziativen 
Ringen mit Minimalbedingung fiir Hauptrechtsideale, //. Magyar Matematikai Kongresszus 
(Budapest, 1960), Eléaddskivonatok, la, S. 60—62. 
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auch Z>/, denn B ist der Durchschnitt aller Primideale, und nach Satz 
el evilt J = B. 

Es sei nun A ein MHR-Ring mit Rechtseinselement e. Wir werden 
beweisen, dafi jedes Element c(£0) von jedem echten zweiseitigen Ideal 
C(# A) ein Linksnullteiler ist. Im entgegengesetzten Falle existiert nimlich 
ein solches minimales Hauptrechtsideal (d),¢C, da® d kein Linksnullteiler 
von A ist. Hiernach ergibt sich (d),—=(d?),, also auch d—d?a (a€ A) wegen 
e€ A, weil dann mit d auch d? kein Linksnullteiler in A ist. Da offenbar 
e—da€C besteht, gilt es auch e—da+0. Dies ist aber unméglich wegen 
d(e—da)—0 und wegen der obigen Wahl von d. Daher ist jedes echte 
Ideal C von A ein /-Zerofaktorideal, und somit besteht 4,= J, denn in A 
stimmen die primitiven Ideale und die maximalen Ideale untereinander 
tiberein (vgl. ,,Nachtrdgliche Bemerkungen” unserer Arbeit [26]). Dann_ gilt 
aber Zo7,—/cZ, also /=—Z(= 2,5 Z,). 

Besitzt nun der MHR-Ring A ein Rechtseinselement e, so ist A/J ein 
Artinscher halbeinfacher Ring, also halbeinfach auch im Brown—McCoyschen 
Sinne. Hiernach gilt aber /—G, w. z. b. w. 


BEISPIELE. 

Oronist A==10,0}) mit 04-a—b4 b—a =—ab= ba—?+b=0, so 
mst A endlich, und zwar |A|=4. Ferner gelten Z=A, B= J=G= {a}=+ A, 
also GC Z. A hat kein Rechtseinselement. 

5.4. Es sei A der im Beispiel 4.2 betrachtete einfache MHR-Ring 
ohne Rechtseinselement. Dann gelten B=/—O und G=Z=A. 

5.5. Ist A={a, 6} mit a+-a—0+b=a?+a=—b? =ba—ab+b—0, 
so gilt im endlichen Ring A ohne Rechtseinselement: B—]—= G= Z= {b} # A. 

5.6. Ist A der Ring ohne Rechtseinselement aller rationalen Zahlen mit 
geraden Zahlern und mit ungeraden Nennern, so gelten in A, der kein MHR- 
Ring ist, B= N=—Z=0 und /=G=A. Ferner ist (0) in A offenbar ein 
Primideal, aber weder ein maximales Ideal noch ein primitives Ideal. (Vgl. 
,Nachtragliche Bemerkungen” unserer Arbeit [26].) 


BEMERKUNGEN. Nach den obigen Beispielen kann auch die allgemeine 
Frage gestellt werden, ob in allen MHR-Ringen das Brown—McCoysche 
Radikal notwendig ein Teil des Fuchsschen Radikales ist. Man kennt noch 
ebenfalls kein Kriterium dafiir, daf der Faktorring A/Z eines MH kR-Ringes 
A nach seinem Fuchsschen Radikal Z halbeinfach im Sinne von Fuchs sei. 
Da eine transfinite Potenz des Jacobsonschen Radikales / von jedem MHR- 
Ringe A verschwindet, d. h. /Y =O mit einer Ordnungszahl y gilt (vgl. [26]), 
kann es auch folgendes gefragt werden: zu welchen Ordnungszahlen 7 gibt es 
wenigstens einen MHR-Ring A mit Radikal J, fiir das die Bedingungen 


HE 
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J’ =0, J’ #0, &<y gelten? Dies steht in Beziehung mit dem Problem, ob 
es zu welchen Ordnungszahlen y wenigstens einen MHR-Ring A mit Rechts- 
einselement e und mit Radikal / derart gibt, dafi der Linksannullator von 
jJ* (@Sy) in A genau der f-te transfinite Rechtssockel von A ist. Es ware 
merkwiirdig, auch einen MHR-Radikalring ohne die Minimalbedingung fur 
Hauptlinksideale zu konstruieren, obwohl wir vermuten, dafi ein solcher 
Radikalring vielleicht iiberhaupt nicht existieren kann. Beziiglich hierher 
gehorender eventueller Verallgemeinerungen verweisen wir noch auf eine Arbeit 
von Herrn H. J. HOEHNKE (Nilpotenzkriterien, Math. Annolen, 132 (1957), 
S. 404—411). 


§ 6. MMHR-Ringe und regelmabige Hauptrechtsideale 


Nach der im § 1 ergebenen Definition ist jeder halbeinfache Artinsche 
Ring ein MMHR-Ring. Sowohl die ringtheoretische direkte Summe von 
einfachen Artinschen Ringen (die im allgemeinen kein Artinscher Ring ist), 
als auch jeder Zeroring Z(p®) ist ein MHR-Ring, aber im allgemeinen kein 
MMHk-Ring. Dagegen sind die Artinschen Ringe A ohne Z(p®) in A~ 
immer MMHR-Ringe (vgl. Fucus [7]). 


SATZ 6.1. /st A ein MMHR-Ring mit Radikal J, so ist A/j stets ein 
Artinscher halbeinfacher Ring. Dann ist die additive Gruppe A* von A_ not- 
wendig die direkte Summe einer torsionsfreien vollstdéndigen Gruppe und endlich 
vieler ihrer reduzierten p-Komponenten. 


BeEwEIs. Es geniigt zu zeigen, daf jeder halbeinfache MMHR-Ring 
B(=A/J) ein Artinscher Ring ist. Ist B—S@ecB (ex ex), $0 gilt (e1).c 
Cc (e+ &), C (@1 + €2 + e3),C... durch geeignete Wahl der idempotenten Ele- 
mente e;,@,..., deren jedes endliche System als ein System paarweise 
orthogonaler idempotenter Elemente gewahlt werden kann. Da A ein MMHR- 
Ring ist, gilt B—(e,+e,-+----+-e,), mit einem Index s. Hiernach hat B ein 
Linkseinselement e;--e.-+-----++e,, und deshalb ist B ein  halbeinfacher 
Artinscher Ring. 


Ist nun A ein MHR-Ring mit Z(p*)< A*, so ist A kein MMHR-Ring 
wegen Z(p®)-A—O nach dem Satz 3.1. Also ist die maximale vollstandige 
Untergruppe eines MMHR-Ringes A stets torsionsfrei. Ist ferner a, 0 mit 
O(a)—=p, so gilt (dp,);C (dp, +Qp,)-E (Gp, + dp, + a,)rC.... Da A im 
MMHR-Ring ist, so hat A tatsachlich nur endlich viele verschiedene 


p-Komponenten. Die Anwendung der Resultate von § 3 beendigt nun den 
Beweis. 
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BEMERKUNGEN UND BEISPIELE. 

1. Die erwahnte Gestalt von A* eines MMHR-Ringes A ist nur eine 
notwendige Bedingung beziiglich At‘ iiber A* einen MMHR-Ring A zu 
konstruieren. Sind insbesondere alle p-Komponenten A; beschrankt, so ist 
diese starkere Bedingung schon sicher hinreichend. Ein genaueres Kriterium 
ist noch unbekannt. 

2. Ist A die direkte Summe aller Zeroringe Z(p") (k=1,2,... usw.), 
so ist A ein MMHR-Ring mit unbeschrankter periodischer additiver Gruppe. 
(Hierbei ist p festgewahlt.) 

3. Die ringtheoretische direkte Summe A von unendlich vielen Exem- 
plaren der untereinander isomorphen endlichen Primkoérper K, ist sicher ein 
MHRkR-Ring, aber kein MMHR-Ring, obwohl pA —0 gilt. Hier kénnen die 
Exemplare A, durch die vollen Matrizenringe (K,,), (n=1, 2,3,... usw.) 
derart ersetzt werden, dali A ebenfalls ein MHR-Ring mit pA—O aber kein 
MMHR-Ring bleibt. 

Nun mochten wir die Untersuchungen von DIEUDONNE und HOPKINS 
({5], [12]) tiber den Sockel A: von A erganzen und fortentwickeln. Wir 
beniitzen dafiir den Begriff der regelmafigen Hauptrechtsideale (s. § 1) und 
die folgenden Bezeichnungen. Ist A ein beliebiger Ring mit Rechtssockel 
(kurz nur Sockel) A: und mit den homogenen Komponenten H,, [13], so gilt 
A\= > @H.. (H, ist die Summe aller zu einem festen minimalen Rechts- 

HEL 


ideale R von A A-isomorphen Rechtsideale von A.) Es sei ferner N, die 
Summe aller nilpotenten Rechtsideale von A in H,, und M, ein Rechtsideal 
von A in H, mit H,=-M, @N,. Bekanntlich ist jedes Rechtsideal sowohl 
von M,, als auch von H, sicher ein Rechtsideal ebenfalls von A [5]. Es sei 
nun N die Summe aller N,, N* die Summe einiger, endlich vieler, festge- 
wahlter N,;H* die Summe der entsprechenden (d. h. zu den in N* liegenden 
N, gehérenden) H, und M* die Summe der entsprechenden M,.. Es gilt der 
folgende 


Satz 6.2. I. Ist eA (e2 =e) ein regelmdfiges Hauptrechtsideal von A 
im Sockel A,, so gilt eA—eAe, und jedes Rechtsideal von eA ist ein Rechts- 
ideal ebenfalls von A. Ferner ist eA ein Artinscher halbeinfacher Ring, und 
es gilt auch eN=O. 

ll. Jst nun No—=Ne und n€N, so bestehen (e+nP?—e+n und 
eA@®N=(e+nAQ@N. Ferner ist (e-+-n)A mit eA (22 =e, n € Ne) ebenfalls 
ein regelmdpiges Hauptrechtsideal. Die Abbildung ex—(e+n)x (x€A) ist 
ein A-Isomorphismus von eA auf (e+n)A und aus (e+m)A=(e+m)A 
folgt notwendig nj nz (n:€ Ne). Es gelten auch die Beziehungen A(1—e)S 
<(1—e—n)A und A(I—e—n) <(1—e)A. 


434 F. SZASZ 


Ill. Besteht umgekehrt R@ N=eA@N, wobei R ein beliebiges Rechts- 
ideal, eA ein regelmépiges Hauptrechtsideal von A und ee ist, so ist R 
notwendig ein regelmdpiges Hauptrechtsideal von A, und es existiert ein 
mé€ Ne mit R=(e+m)A. 


BEwels. Es seien Q,—(1—e)AeA(I—e) und B,—eA(l—e)+ 
+ AeA(1—e), wobei eA ua regelmabig ist, und in A; liegt. Dann ist 
B, ein Linksideal von A, und es gelten B,==Q.+eA(l—e) und Bi = Qi + 
+eA(1—e)Q!' (k=2,3,4,...). Da eA regelmafig ist, existiert ein Expo- 
nent / mit Q'=0, also mit B’*'—0. Dann ist aber D,=eAn(B.+8B.A) 
sowohl idempotent wegen e?—e und D,<eACA, als auch nilpotent wegen 
Bt —0. Also gelten D. =O und eA=eAe wegen eA(1—e) =< D.(=—0; = 
—eAn(B.+B.A)). A=eA @(1—e)A und eA = eAe (e? =e) bedeuten aber, 
dai jedes Rechtsideal von eA ebenfalls ein Rechtsideal von A ist. Hiernach 
ist eA ein halbeinfacher Artinscher Ring. 

Aus eAn N=0 folgt offenbar eN—0. 


Ist nun No= Ne und n€N, so gilt (e+n)?—e+n wegen ne—a, 
en=O und n=O. Da aber ea=(e+n)a—na und (e+n)b—eb+nb 
bestehen, ist eA®N—(e+n)AQ@N. Ein elementares Rechnen zeigt nun, 
daB die Kerne Ki bzw. Ky der A-Homomorphismen g;: x—>ex (x€ A) bzw. 
go:x—+(e+n)x (x€A) tibereinstimmen, und deshalb ist die Abbildung 
g:ex—(e+n)x ein A-Isomorphismus von eA auf (e-+7)A. (Es gelten nam- 
lich Kicks und ke kj.) 

Es seien nun Q.=—0O und Q..,—(1—e—n)A(e+n)A(1—e—n). Wir 
mochten zeigen, dai Q.,,. nilpotent, d.h. (e+ 2n)A regelmabig in A ist. Dies 
kann wegen Q.,, <{Q,, N} folgenderweise eingesehen werden. Jedes Element 
von {Q., N}" ist die Summe gewisser Produkte P, deren Faktoren zur 
mengentheoretischen Vereinigung Q.UN gehdren. Dann gilt aber sicher 
{Q., N}*'=0. Hat namlich ein Produkt P keinen Faktor aus WN, so gilt 
Pe Q? also PO wegen Q!—0. Besitzt nun ein Produkt P genau einen 
Faktor n aus N, so ist P=qigz...gsngigs...gi mit gi,qg;€Q., s=0,t=0. 
(Das leere Produkt sei nach Definition le 1) In diesem Ausdruck ist wegen 
(inl) hile (Teal aeet entweder s=/ oder t=/, und somit gilt auch PO 
wegen Q,=0. Enthdlt drittens ein Produkt P wenigstens zwei Faktoren aus 
N, so ist ebenfalls P—O wegen N?=0, ANCN und NAEN. Deshalb ist 
(e+-n)A wirklich regelmafig in A, wenn eA das gleiche ist. 

Besteht ferner (e+ :)A = (e+ m)A (ni € N= Ne), wobei eAc A, regel- 
mdabig ist, so existiert ein a€ A mit (e+ m)e—(e+n2)a. Folglich ergibt sich 
No— Ny = (Nz — ni )e = ne—(ea + na—e) = (e+ ne)(e—a). Hiernach gilt aber 
Noa—nm € Nn (e+n)A, also auch nza—n,=0 und n=. 
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Da die Abbildung ex—+(/+-u)x nach den Vorigen ein A-Isomorphis- 
mus ist, und eA—eAe, (e+n)A=(e+n)A(e+n) gelten, bestehen auch 


A(1—e) = eA(1—e) + (1—e) A(I—e) = (I—e) A(I— e) F(1—) A = 
= (1l—e—n)A, 


und wegen Symmetrie auch A(1—e—n) €(1—e)A. Dies bedeutet aber, dab 
jeder Linksannullator von e ebenfalls ein Rechtsannullator von e-+n ist, bzw. 
dafi jeder Linksannullator von e-+-n ebenfalls ein Rechtsannullator von e ist. 

Gilt zum Schlu8 R@®N=—eA@N mit einem beliebigen Rechtsideal 
R und mit einem regelmabigen Hauptrechtsideal eA (e?—e) von A in Aj, 
so gilt e—f+n mit fER,néN. Aus e& =e, N?=0, RN=0 und Rn N=O 
erhalt man aber f?+/fn+nf+n?=—f-+n, also f?=f und nf=n. Da 
e=f?tn,feR und fA®BNZCAG®BN=RONZASAON bestehen, und der 
Verband der Untergruppen von A* modular ist, ergibt sich R=fA mit f—e—n. 
(Offensichtlich gelten namlich fACR, fA+N=—R+N und fAnN= 
= Ri N(=0), und daher folgt unsere Behauptung.) 


SaTz 6.3. Ist insbesondere A entweder ein MMHR-Ring, oder ein Artin- 
scher Ring, so ist M* in A stets ein regelmdpiges Hauptrechtsideal. 


BEwels. Da M* die Summe endlich vieler idempotenter minimaler 
Rechtsideale e;A,...,€,A (e; =e;) von A in H* ist, kann es ej: € (1—e))... 
...(1—e)(1—e1) A wegen der Anwendung klassischer Methoden vorausgesetzt 
werden. Hiernach hat aber M* ein Linkseinselement e, d. h. M* eA (ee). 
Es geniigt zu zeigen, dai Q,—(1—e)AeA(1—e) nilpotent ist. Im Falle 
d* € D* =H" (1—e)A existieren solche Elemente a1, a2¢€A und n€N, dab 
d* —ea,+n—=(1—e)az ist, denn es gilt H*—M*@N*. Nach einer Links- 
multiplikation mit e erhalt man e?ai-+en—O, folglich auch ea,==O wegen 
eAnN=O. Dies bedeutet aber, da} d*—n, also D*CN". Hiernach gilt 
nun Q; =0 wegen Q.© D*CN*CN und wegen N* =O, und somit ist M* 
tatsachlich regelmafig in A. 


BEMERKUNG 6.4. Natiirlich kann auch die Frage gestellt werden, ob 
sich die Voraussetzungen des Satzes 6.2 bzw. des Satzes 6.3 noch wie weit 
abschwachen lassen. Ferner kennen wir bisher ebenfalls nicht die Existenz 
eines beliebigen Ringes (bzw. MHR-Ringes) A derart, da& (1—e)A(1—e) 
kein nilpotenter Ring, aber (1—e) AeA(1—e) ein nilpotenter Ring ist. Dies 
steht in Zusammenhang mit der Méglichkeit, da sich die ,regelmabigen” 
Hauptrechtsideale vielleicht auch anders definieren lassen. Es ware also 
merkwiirdig, diese Beziehungen ausfiihrlicher zu untersuchen. 
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§ 7. Uber die MHU-Ringe 


V. I. SNEIDMYULLER [22] betrachtete die Klasse A der Ringe mit Mini- 
malbedingung fiir alle Unterringe. Jeder Ring aus dieser Klasse K ist ein 
MHU-Ring im Sinne der Definition im § 1. Ein unendlicher Zeroring A mit 
pA—O gehort nicht zu dieser Klasse K, obwohl dieser Ring A ein MHU- 
Ring ist. Ferner haben wir im unseren Satz 3.3 gesehen, dafi jeder nil- 
potente MH,R-Ring auch ein MHU-Ring ist. Die endlichen Ringe sind 
natiirlich MHR-Ringe und auch MHU-Ringe. Z(p®) ist ferner ebenfalls 
sowohl ein MHR-Ring als auch ein MHU-Ring, obwohl Z(p®) unendlich 
ist. Dagegen ist der Ring / der ganzen Zahlen weder ein MHR-Ring noch 
ein MHU-Ring. Der rationale Zahlkérper Ao ist offenbar ein MHR-Ring, 
aber kein MHU-Ring. Ist nun A= {dj, d,a@3,...} ein Ring mit a,+a,= 
=ar** = A,r +anad,—0 (mn), so ist A ein MHU-Ring, aber kein 
MHR-Ring. Gehért nun der Ring A zur Klasse A”* aller solchen Ringe, 
deren jeder endlich erzeugbare echte Unterring ein Hauptrechtsideal in A ist, 
so ist A genau dann ein MHU-Ring, wenn er auch ein MHR-Ring ist. 
Neulich haben wir diese Klasse A“ ganz explizit bestimmt (vgl. in spezi- 
ellem Falle auch Satz 3 von [25]).* Die endlichen K6rper, die im allgemeinen 
nicht zur Klasse A* gehéren miissen, zeigen uns die Existenz solcher Ringe, 
die gleichzeitig MHR-Ringe und auch MHU-Ringe sind. Jeder unendliche 
MHR-Ring A (MHU-Ring A) aus der Klasse A* hat eine periodische addi- 
tive Gruppe A* mit A,~Z(p°) bzw. ~Z(p*) @/\(p) oder |A,|< oo fiir 
jede Primzahl p. Dies ist ein tieferes Korollar von [25]. 

Die folgenden Tatsachen beziiglich der MHU-Ringe kénnen aber viel 
leichter eingesehen werden. Sowohl jedes homomorphe Bild als auch jeder 
Unterring eines MHU-Ringes ist ebenfalls ein MHU-Ring. Ferner hat jeder 
MHU-Ring (0) in jedem seiner Unterringe (£0) minimale Unterringe 
(0), die Ringe von Primzahlordnung (also Zeroringe oder Primkérper) sind 
(vgl. Lemma 1 von [24]). 


SATZ 7.1. Die additive Gruppe eines MHU-Ringes ist periodisch. Jeder 
MHU-Schiefkorper ist ein kommutativer, absolut algebraischer Kérper der 
Charakteristik p(- 0). Ist ferner A ein Nilring, der gleichzeitig sowohl ein 
MHU-Ring als auch ein MHR-Ring ist, so bilden die Elemente von A 
beztiglich der Verkniipfung ro r2=1,-+-r2—rf» stets eine (nicht notwendig 
auflésbare) periodische Gruppe G, die das direkte Produkt ihrer Sylowschen 


p-Untergruppen ist. Die Gruppe G besitzt dann ein transfinites aufliésbares 
invariantes System. 


' Wir verweisen noch auf die in 2 zitierte Arbeit. 


UBER RINGE MIT MINIMALBEDINGUNG FUR HAUPTRECHTSIDEALE. II 437 


BEwEIs. Ist P das maximale periodische Ideal des MHU-Ringes A, so 
ist (A/P)* torsionsfrei. Da A/P keinen Unterring einer Ordnung p hat, gilt 
notwendig A= P. 

Da der Ring / der ganzen rationalen Zahlen kein MHU-Ring ist, hat 
jeder MH U-Schiefkérper A eine Charakteristik p(£0), und besitzt A lauter 
absolut algebraische Elemente wegen des Abbrechen jeder absteigenden 
Kette {x} {x2} D ++» D{x"}5... in A. Also ist A nach einem Satz von 
JACOBSON [13] kommutativ, denn es gibt zu jedem x€A einen Exponenten 
n mit der Bedingung x” = x. 

Ist nun A ein MHU-Nilring, der gleichzeitig auch ein MHR-Ring ist, 
so bilden die Elemente von A bekanntlich eine Gruppe G beziiglich der Ope- 
ration a; 0 @2 =a; + a2:—a,a2, denn diese Verkniipfung ist assoziativ. Ferner 
ist 0 das Einselement dieser Gruppe, und im Falle a" — 0 ist b= —fa+a?-+.-.- 
----- a") das Inverselement von a in G. Da im Falle O*(a)—=m(#0, € I) 
der Unterring {a} von A endlich ist, so ist die Ordnung von a in G eben- 
falls endlich. Also ist G periodisch. Jede p-Komponente A, des Ringes A 
ist eine Untergruppe in der Gruppe G, und zwar kann es gezeigt werden, 
dai G das direkte Produkt der Sylowschen p-Untergruppen A, ist. (Fiir den 
Beweis verweisen wir auf [22].) Jedes Ideal von A ist ferner ein Normal- 
teiler in G. Da A ein MHR-Nilring ist, so existiert eine Ordnungszahl vy 
mit A” —0, A® —0, &<y (vgl. [26]). Betrachten wir nun das transfinite inva- 
riante System A> A>> --- SA°D--- > A’ =—0, das aus Normalteilern A’ von 
G besteht. Dann sind die Faktorgruppen A’/A®! bei jedem_ ,,Sprung”’ 
(6,8+1) kommutativ wegen (a: 0 Af*") 0 (az 0 AP) =a, + a2 4 AP = 
== (az o AP+) o (a, 0 Aft), w. z. b. w. 

BEMERKUNG 7.2. Wir sahen schon, dai die Klassen von MHR-Ringen 
bzw. von MHU-Ringen untereinander verschieden sind. Nun stellt sich eine 
Frage, ob was ein Kriterium dafiir ist, dai ein MHR-Ring auch ein MHU- 
Ring sei. Es kann auch die umgekehrte Frage betrachtet werden, d. h. genau 
wann folgt aus der MHU-Eigenschaft die MHR-Eigenschaft? Diese scheinen 
uns im allgemeinen schwer. 


Anhang 


Zum Schlu& méchten wir einige allgemeinere offene Grundfragen beziig- 
“jich der MHR-Ringe erwahnen, die mit dem Gegenstand unserer Arbeit [26] 
und der soeben betrachteten Theorie eng zusammenhangen. 


PRoBLEM 1. Man untersuche die Minimalbedingungen in vollen Mat- 
rizenringen A, (n= 2, 3, 4,...) tiber einem MHR-Ring A! 
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PROBLEM 2. Gibt es einen MHR-Ring ohne die Minimalbedingung flr 
endlich erzeugte Rechtsideale ? 

PROBLEM 3. Gibt es einen MHR-Ring mit endlich vielen Hauptrechts- 
idealen und mit unendlich vielen Hauptlinksidealen ? 

PROBLEM 4. Was ist ein Kriterium dafiir, daf ein MHR-Ring auch ein 
Ring mit Minimalbedingung fiir Hauptlinksideale sei? 

PROBLEM 5. Gibt es einen MHR-Ring ohne die Minimalbedingung fiir 
die Potenzen eines festen Hauptrechtsideales ? 

PROBLEM 6. Genau wann ist ein MHR-Ring auch ein MMHR-Ring? 

PROBLEM 7. Welche MHR-Ringe kénnen in einen MHR-Ring mit 
Einselement eingebettet werden? 

PROBLEM 8. Man ergebe gewisse Verallgemeinerungen der Theorie von 
gewohnlichen primaren bzw. vollstandig primaren Ringe durch [13], durch 
[26], und durch die Ergebnisse dieser Arbeit! 

PROBLEM 9. Man untersuche im Zusammenhang mit Problem 8 die 
eventuellen verschiedenen direkten Zerlegungen von MHA-Ringen A, deren 
Radikal / von Null verschieden ist! 


(Eingegangen am 17. Mai 1960.) 
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EIN ZERSPALTUNGSSATZ FUR OPERATOREN 
IM HILBERTRAUM 


Von 
H. LANGER (Dresden) 
(Vorgelegt von B. Sz.-Nacy) 


1. Wir beweisen in dieser Note durch eine einfache Konstruktion, dak 
eine Kontraktion 7 in einem Hilbertraum von einem Teilraum %, reduziert 
wird, in dem sie eine unitére Transformation induziert, und daB T im ortho- 
gonalen Komplement , von %, die Eigenschaft hat, daB zu jedem x€, 
(x0) eine ganze Zahl n existiert, so dab || 7(x)|| < ||x|| gilt.! Dieses Er- 
gebnis und damit zusammenhdngende einfache Spektralaussagen werden 
anschlieBend mit Hilfe der Cayleytransformation auf abgeschlossene Operato- 
ren A tibertragen, deren Definitionsbereich (A) die Beziehung @(A)c 4(A‘*) 
erfiillt und die einen nichtnegativen Imagindrteil haben. Spezielle Operatoren, 
die diesen Voraussetzungen gentigen, sind z. B. die dissipativen Operatoren 
in [2]. 

Herrn Prof. Dr. B. Sz.-NAGy danke ich fiir seine fre. dliche Unter- 
stiitzung beim Zustandekommen dieser Ver6ffentlichung. 


2. SATZ 1. Ist T eine Kontraktion in einem Hilbertraum §, dann ist T 
die orthogonale Summe zweier Transformationen T, und T,. Dabei ist T, in 
dem zugehérigen Hilbertraum %, unitdr, und T, in 9,= 9 CS, hat die Eigen- 
schaft, dap zu jedem x€%, (x0) eine ganze Zahl n existiert, so dap 
[| 7x|| <||x|| gilt 


BEwEISs. Es sei 


(1) Ho (x: | T™x|| = ||x|| fiir n=O, +1, + 2,...}. 


Aus x ¢ ©, folgt fir a0, +1, +2,... wegen ||7"||=||7||S1 


|" TOx—x|P = || TOTO x|P—2|| Tx|P + |x|? = 
= xP — |] TM x|f — 0, 
_d.h. 
(2) pop eae TT x ie MO, 2 ses 


1 Fiir eine lineare, beschrankte Transformation B sei B® — B" fir n=0, 1, 2,... 
‘und B” =p!” fir n—=—1, —2,..., vgl. [I]. 
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Umgekehrt folgt aus T*) T™x—=x auch 


| TN eT eT || ||? (a==0, = 1) 2 Zee 
Es ist also 
(3) H={x: TOTOx=x fir n—0, +1, + 2,.--}- 


Aus der Darstellung (3) von % folgen die Linearitat und die Abgeschlossen- 
heit von p, also ist , ein Teilraum <von §. Ist x€, dann folgt fiir 
y= Tx aus (1) 


| T"y|| =| 7" x|| =| 7x] =llyl|_ fir n=1,2,... 
und wegen 7° 7Tx=x 
\| 7?" y || =|] 7" Tx|| = || 7" x|| = || Tx|| = lvl fir a=1,2,. 


dehy xe. De. 

Entsprechend zeigt man 7*x € &, fiir x € H). Aus TH) CH und T* HC Ho 
folgt aber fiir $= 5G, auch 7H,C , und tees ae 

Bezeichnet schlieBlich 7, bzw. 7, den von 7 in , bzw. %, induzierten 
Operator, dann folgt aus (2), daB 7, unitaér ist. Die Aussage iiber 7, ergibt 
sich aus (1) und der Beziehung (7,)*—(7*),, wobei (7*), den von 7™ in 
§, induzierten Operator bezeichnet. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Der Teilraum , lat sich offensichtlich auch folgendermafien charak- 
terisieren: 

ist maximaler Teilraum von % in dem Sinne, dap es keinen ihn echt 
enthaltenden Teilraum 9, gibt, so dag TH,CH, und T*S,CH) gilt und der 
von T in § induzierte Operator unitdr ist. 

Ist 4 ein Eigenwert einer Kontraktion 7 mit |£|——1 und zugehérigem 
Eigenelement x), dann ist bekanntlich 4 ein Eigenwert von 7* mit dem glei- 
chen Eigenelement x, ([3], S.440; vgl. auch [4]). Die in Satz 1 erklarte 
Transformation 7, hat folglich keine Eigenwerte vom Betrag 1. Weiterhin 
liegen auf der Einheitskreislinie keine Punkte des Residualspektrums o,(7T)* 
einer Kontraktion 7. Andernfalls folgte aus 4 € 0,(T), |A| = 1 nach [5], S. 581, 
Le 0,(T*), also 2€0,(T). Fiir die Transformation 7, ist folglich die Einheits- 
kreislinie ganz in 0,(7,)Ue(7;) enthalten. 


3. A sei ein abgeschlossener Operator in § mit in § dichtem Defini- 
tionsbereich d(A) und es gelte g(A)Ca@(A*). Dann sind die Operatoren 


A* e * 
Re (A) = oe und Im(A) = Z me auf der dichten Menge @(A) definiert 


* Pir einen linearen abgeschlossenen Operator B seien das Spektrum o(B) und 
seine Teile o,(B),o,(B), o,(B) sowie die Resolventenmenge o(B) definiert wie in [5], S. 599. 
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und symmetrisch, denn es ist (vgl. [3], S. 285, 289) 


ee ee [aa |; A—A* 
pS py und (ADA) SATA 


Fiir x € 0(A) gilt 
Ax = Re(A)x+iIm(A)x. 
Wir sagen, ein abgeschlossener Operator A mit d(A)c a(A*) habe einen 
nichtnegativen Imaginarteil, wenn 
F (Im (A)x,x)=O fiir alle x€a(A) 

gilt. 

Es existiere fiir den abgeschlossenen Operator A mit nichtnegativem 
Imaginarteil ein Punkt ¢ mit ¢€ o(A) und Im(¢) <0. Als Cayleytransformierte 
von A (vgl. [6], S. 398) bezeichnen wir den auf ganz § durch die Gleichung 


(4) T= (A—C)(A—E1)* =14 (€—2)(A—8)" 
definierten linearen Operator. 7 ist dann eine Kontraktion (vgl. [3], S. 424), 
denn es wird mit y—(A—C/)x, x € a(A), 
|v —|] Ty|P = —4 Im (Im (A)x, x) 2 O. 

Aus (4) folgt noch 1¢0,(7T), 2(7—/) = a(A)* und K(T*—/) = 4 (A’). 

Ist umgekehrt 7 eine Kontraktion mit 1¢@0,(7), dann existieren nach 
den Bemerkungen am Ende von Abschnitt 2 die (nicht notwendig beschrank- 
ten) Operatoren (T—/)' und (7*—J/)" und haben beide in § dichte Defi- 


nitionsbereiche. Wir setzen voraus, dah KR(T—/)cCHR(T*—J) gilt. 

Es sei ¢ eine komplexe Zahl mit Im(¢)<0O. Dann ist der Operator 
(5) A=(CT—£/)(T—I* =t1+6—8)(T-I)" 
ein abgeschlossener Operator mit dichtem Definitionsbereich 4(A) = 2(7—/). 
Es ist 9(A)c 4(A*), und A hat einen nichtnegativen Imaginarteil, denn fir 
y €0(A) ist mit y—(T—/)x 

(Im (A) y, y) = Im (6) (|| Tx||/—||x|/) = 0. 

Die Transformationen (4) und (5) sind zueinander invers, d.h., ist A ein ab- 
geschlossener Operator mit 0(A)@(A"*) und nichtnegativem Imaginarteil und 
T seine Cayleytransformierte, dann besteht zwischen 7 und A auch die Be- 
ziehung (5). 

Wir untersuchen die Beziehungen zwischen den Spektren von 7 und A. 
Den Formeln (4) und (5) entsprechen die Abbildungen : 
A—t cy— 
A—o 
3 9t(B) bezeichnet den Wertebereich des Operators B. 


(6) A> v(a) = 
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der geschlossenen komplexen Ebene auf sich. Aus (4) und (5) folgt (vgl. [6], 
S. 401), daf einem Eigenwert 2 von A eineindeutig ein Eigenwert 7 von T 
entspricht, wobei zwischen 2 und 1 die Beziehungen (6) bestehen und die 
zugehérigen Eigenelemente tibereinstimmen. Aus (4), (5) und (6) folgt ftir 
4€0,(A), dh. v€o,(7T) 
(T—v1l)y=(1—v) (A—AD)x 

mit y€, x€g(A) und y=(A—/)x. A—AI bildet also o(A) genau dann 
eineindeutig auf (bzw. auf einen nicht dichten Teil von {) ab, wenn 


T—vI den Raum © eineindeutig auf sich (bzw. auf einen nicht dichten Teil - 


von ) abbildet, d.h., es ist 4€ @(A) (bzw. 4€0,(A)) genau dann, wenn 
v €0(T) (bzw. 7 €0,(T)) gilt. Die Punkte 4 € 0(A) (bzw. 0,(A), 0.(A), -(A)) 
entsprechen also eineindeutig den Punkten v € 0(T) (bzw. 0,(T), 0.(7), 6,(T)), 
wenn zwischen » und / die Relationen (6) bestehen. 


Satz 2. A sei ein abgeschlossener Operator mit 0(A)< 0(A*) und nicht- 
negativem* Imagindrteil, fiir den eine komplexe Zahl 5 mit Im()<0O und 
£€e(A) existiert. Dann ist A die orthogonale Summe eines selbstadjungierten 
Operators A, in S, und eines abgeschlossenen Operators A, in 9,, N= OM. 
Die untere Halbebene Im(z)<0O gehdrt zu o(A); die reelle Achse ist in 
6.(A,) U 0(A,) enthalten. 


BewEIs. 7 sei die Cayleytransformierte von A. Nach Satz 1 besitzt T 
eine Darstellung 7T=-7,¢7,, wobei 7, unitér ist in , und 7, eine Kon- 
traktion ist in ,, fiir welche die Einheitskreislinie ganz in e(7,)U0.(7)) 
enthalten ist. Es ist 1@o,(7) und 2(7,—/)CR(Ty—/). Ay (bzw. A;) sei 
die nach (5) aus 7, (bzw. 7,) gebildete Transformation mit nichtnegativem 
Imaginarteil. Dann ist 

A=A PA, 
denn es ist mit x€@(A) auch Pyx—x,€6(A.), Pyx—=x,€0(A;) und 
AX, = AyX), AX:=Ax,, wenn Py bzw. P, die orthogonale Projektion auf 
, bzw. , bezeichnet. Die Aussagen iiber das Spektrum von A und A, fol- 


gen aus den entsprechenden Aussagen iiber das Spektrum von 7 und 7, 
im 2. Abschnitt. 


FOLGERUNG 1. Geniigt A den Voraussetzungen von Satz 2, dann sind 
die zu zwei verschiedenen reellen Eigenwerten von A gehorenden Eigenelemente 
orthogonal, und kein reeller Punkt gehért zu o0,(A). 


FOLGERUNG 2. Ein Operator A in einem n-dimensionalen unitdéren Raum 
mit positivem Imagindrteil (d.h. der Imagindrteil von A ist nichtnegativ, und 


- ' Die folgenden Aussagen gelten mutatis mutandis auch fiir Operatoren mit nicht- 
positivem Imaginarteil. : 


: 
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* 


fiir mindestens ein Element x des Raumes ist a ag x| >0) hat minde- 


stens einen nichtreellen Eigenwert. 


Andernfalls ware némlich der Operator A, in der Zerlegung von Satz 2 
eigenwertfrei, also {,— {0}, d. h. A selbstadjungiert. Die Aussage von Fol- 
gerung 2 gilt nicht mehr in einem unendlichdimensionalen Raum. Das zeigt 
ein Beispiel in [2], S. 57. 


(Eingegangen am 23. Mai 1960.) 
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UBER EINEN KUSMINSCHEN SATZ 


Von 
P. SZUSZ (Budapest) 
(Vorgelegt von A. Rény1) 


Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. P. TurAn zum 50. Geburtstag gewidmet 


In der vorliegenden Note werden die folgenden Bezeichnungen benutzt:! 

a bedeutet stets eine zwischen Null und Eins gelegene reelle Zahl; 
@,Q2,... bedeuten die Teilnenner der regelmafigen Kettenbruchentwicklung 
von a, d. h. 


(1) a = [03 a1, do,...]. 


(Im Falle eines rationalen @ bricht die Entwicklung (1) nach endlich vielen 
Schritten ab.) Ferner wird a—O und 
(2) Co = «; bs =p, ptihs (n =S5 0, iF a y 


Ont 


] 


Gn4t 


gesetzt. Offenbar gilt 0<z,=1. Es bezeichne m,(x) das Lebesguesche Mah 
meremenoe der Zahlen «, fir die z,=x gilt (7=—0, 1,...). 
Noch Gauss hat die Frage aufgeworfen, den Grenzwert lim m,(x) zu 


n-> 


bestimmen. In einem Brief an LAPLACE behauptete er, es sei ihm gelungen, 
die Limesrelation 


: __ log (1+-x) 
(4) th EEO ws log 2 


(3) in = 


zu beweisen. Sein Beweis wurde jedoch nicht ver6ffentlicht. Der erste bekannte 
Beweis von (4) riihrt von Kusmin [1] her.’ Er bewies statt (4) sogar 
scharfer 

log (1 +x) Va 


wobei g eine Konstante bedeutet, die kleiner ist als 1. Aus (4) bzw. (5) 
haben KHINTCHINE [2], [3] und P. Lévy [5] verschiedene Schltisse gezogen, 
u.a. die Existenz der Dichte der k mit a,—r (r ist eine natiirliche Zahl), 


1 Die Bezeichnungen stimmen mit denen von Kuinrcuine [4] iiberein. 
2 Der Kusminsche Beweis wurde auch im Buch [4] von Kuintcuine wiedergegeben. 
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die Existenz von lim |/qia2...@,, die von lim |q, fiir fast @ bewiesen, wo- 


n> n> oO 
bei g, den n-ten Niherungsnenner von « bedeutet. 

Ohne Kenntnis der Kusminschen Arbeit hat P. Levy’ die Relation (5) 
wiederentdeckt, sogar mit dem noch scharferen Restglied O(q"). Die beiden 
Beweise sind voneinander griindlich verschieden. KusmMIN macht von der 
schon von Gauss bekannten rekurrenten Formel 


eon eden tt 
(6) My +1(X) ay )tn| ml ess) 


Gebrauch, wahrend P. Levy eine rekurrente Formel benutzt, in der die Ver- 
teilungsfunktionen m,(x) und auch m(x) auftreten, wobei m;(x) das Mai der 
Zahlen « ist, fiir die z*<x ist; hier bedeutet z, den (endlichen) Kettenbruch 
(0; @,, Q.-1,-.-, ai]. Jedenfalls scheinen mir beide Beweise unndtig komp- 
liziert zu sein. 

In der vorliegenden Note zeige ich, wie man aus dem Kusminschen 
Ansatz (6) sehr einfach und rasch zum scharferen P. Lévyschen Resultat 


log (1 + x) 


(7) m,,(x) = log 2 


+ O(q") 


gelangen kann, wobei fiir g die Zahl 2$(3)—%(2) gesetzt werden darf. (2(s) 
ist die Riemannsche Zeta-Funktion.) P. Levy’s g ist kleiner, namlich 0,7. 
Durch eine Verfeinerung der Rechnung kann ich die Zahl q auf 


/(25(3)—$(2))(7-+ 25(4)—6£(3) — £(2)) < 0,4 


herabdriicken. 

§ 1 enthalt den Beweis von (7) mit g=2¢(3)—$(2); im §2 wird 
gezeigt, dali die Zahl 22(3)—€(2) durch eine wesentlich kleinere ersetzt 
werden kann. 


§ 1 


Es sei fi(x) eine fiir O=x=1 definierte, zweimal stetig differenzierbare 
Funktion mit f\(0)—0,fi(1)—1; ferner seien f(x), fo(x),... durch die 
rekurrente Formel (6) definiert. (Setzt man insbesondere f(x) = mo(x) =x, so 
erhalt man die Funktionen m,(x), die im Gaufischen Problem auftreten.) 
Da nach Differentiation von (6) eine gleichmafig konvergente Reihe entsteht, 
ist die gliedweise Differentiation von (6) statthaft. Ersetzt man m,(x) durch 
f,(x) und fiihrt man diese Differentiation durch, so erhalt man 


(1.1) Fia(x) =H; Feeders (nee0. en 


’ P. Lévy [5], wiedergegeben auch im Buch [6] von P. Lévy (S. 301—306). 
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Um (7) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, da fir jede Funktionenfolge 
Jo(x), Nae , fiir die fo(x) zweimal stetig differenzierbar ist und fi(x), 
f2(x), - durch (6) definiert sind, die Relation 


we 

(1.2) KO =Teg5 Tax t OO) 

gilt. Hieraus folgt namlich (7) sofort durch Integration. 

Man setze 

r3 8 (X) et 

(1.3) Jui) = Tens Ai el ata), 

Dann transformiert sich die rekurrente Formel (1.1) in 
rex 

1.4 te nr 

Ee gab Se Calaauaene 

Um (1.2) zu zeigen, geniigt es, die Relation 

(1. 5) En(X) = + O(q") 


es 
zu beweisen. Statt (1.5) wiirde die Relation 

n(x) = C, + OG") 
mit einer nur von n abhangigen Konstanten C, aus 


(1.6) En(x) = O(9") 


mpigen; die Relation C, =, et 5 + O(q") folgt dann aus der Normierungs- 
voraussetzung f,(0) 0, f.,(1) 1. Daher geniigt es (1.6) zu beweisen. 


SaTz 1. Es sei go(x) eine im Intervall (0,1) einmal stetig differenzier- 
bare Funktion, ferner seien gi(x), g2(x),... durch die rekurrente Formel (1.4) 
definiert. Es sei vorausgesetzt, dap entweder 


a. 7) — Mo = gi(x)=0 

oder 

(1. 8) 0= g6(x) S Mo 

gilt. Bezeichnet dann M,, das Maximum des absoluten Betrages von gi(x) in 
(0, 1), so gilt 

(1. 9) eon S CEO) Gaye 


wobei 6(s) die Riemannsche Zeta-Funktion bedeutet. 
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Dem Beweis mu ein Hilfssatz vorangeschickt werden, der auch nicht 
ganz ohne Interesse sein diirfte. 


HILFSSATZ. £0(X), gi(x),.-. bedeuten dasselbe wie im Satz 1. Ist dann 
20(x) in (O, 1) monoton einenmente so sind g1(x), 23(X), Z5(X),... monoton 
abnehmend, g2(x), g1(x),-.. monoton zunehmend; ist 20(X) engin abneh- 
mend, so sind g(x), g3(x),... monoton zunehmend, 22(x), gs(X),... monoton 
abnehmend. 


BEWEIS DES HILFSSATZES. Nehmen wir an, go(x) sei monoton zuneh- 
mend, d. h. es gilt (1.8). (Der Fall, wenn (1.7) gilt, kann vollig analog 
behandelt werden.) Dann gilt wegen (1. 4) 


ee Ce las 1-++x 
ve any a> Sls k-FxP EFI EX) 
+e i 1 \ k(kK—1)—(1+xP 
7 8 k+x) (kK+xP(K+14+x~’ 
oder, indem man von der rechten Seite den durch Differentiation der Iden- 


Y 1+<x 
titat 2 GEwEeIED 


— 


1 beweisbaren Ausdruck 


S 1 kk 11 —U ex 
(is 11) > (5 $x) (k-+x(e-+1 xp = 
subtrahiert, 
1 A PN ee 1+x_ 
(1. 12) £1(x) = 2 elepsl GENELIED > 
— > | ale i Age eset 
eel ELT $x) 8 EEN EEE TA 


Nun ist go(x) in (0, 1) voraussetzungsgemafi monoton zunehmend, 9% a 


ist also positiv. Die erste Summe auf der rechten Seite von (1.12) ist also 
negativ. Um einzusehen, dai auch die zweite Summe negativ ist, beachte 
man, daB k(kK—1)—(1 +x) fiir k23 fiir jedes x (O=x!1) positiv ish 
Hieraus folgt wegen des monotonen Zunehmens von go(x) 


D6 eel ool all gear = 


=o (ria)-e (etal eae, 
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also durch abermalige Anwendung von (1.11) 


2 Jeol 4] —«[-4.} EL = 


iv 


= ee. 

= }@o(745] —#(s+3} (2+xP = s 
Daher ist in (1.12) auch die zweite Summe negativ; aus gi(x)=0 folgt 
also. g’(x)=0, und durch Wiederholung der obigen Uberlegung aus 
£,(x)=0 folgt gisi(x)=0. Damit ist unser Hilfssatz bewiesen. 


BEWEIS DES SATZES 1. Differenziert man die rekurrente Formel (1. 4) 
(wir wissen schon, dai das gliedweise Differenzieren statthaft ist), so gilt, 
analog zu (1.12), 


; —- INT 1+x 
(1.13) Snes) = — 2 Lhe 
1 \) -k(k—1)—C1 +x)? 
-> o(aty)— e(gtxl (Rep ere Lx)?” 


oder durch ae te des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung 


: AA 1+x 
(1. 14) eum——Delelecsties = 
eee GT) (I) ) 
Salome, aan rae 
wo 1<&<k. 


Nun sind sdmtliche Faktoren 
G1) (Ee 1)— (1 x)*) 
(1+ x(k x) (kK +1--x)P 
der zweiten Summe hochstens bis auf den dem Fall k—2 entsprechenden 
positiv; ferner gilt 


2—(1-+-x)2 =0, falls x=)2—1, 
(1+ x)(2+x)(3-+x) | <0, falls x>V)V2—1. 
Daher folgt aus (1.14) und aus dem Hilfssatz 


(Diba at  g sghited eaee Ea) 


Se lee (oor eee Oe) (ex) 
falls x=i/2—1, 
|Zni1(X)| M, 1 1+x 
| 4 fe laeueryt (2+ x)(3 +x) tf 


| +> 


S kk + (2 1x) a sonst 
k=3 (k+x)8(kK+ 1+ x)? ) 
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oder 
(__™ me te ee 
=(W+ax7 (24x 7S (k-F x) (kT F3 
falls, x= /2—15 
(1.15) |gnsi(x) |} M,, l Geran 
<apy zest @EyGry 


sonst. 


tke +2 +90-+3))) 
(= +x)}(kK+1+xpP 
Eine elementare Diskussion, die auf der Descartesschen Sek beruht, 


zeigt, dafi der Klammerausdruck auf der rechten Seite von (1.15) fiir 
x==0 maximal ist. Daher gilt 


M,. 2 : Nok(k—1) a 
|Zn41(x)| = (1+x) | T RB(k +1) 


oder, indem man den Wert des Klammerausdruckes durch die Werte der 
Riemannschen Zeta-Funktion ausdriickt, 


, {i M, — - 
| 2n41(X)| = (+4xP (2¢(3)— C(2)), 
womit (1. 9) bewiesen ist. 


BEMERKUNG. Begniigt man sich in (1.9) statt 2¢(3)—¢(2) mit einer 
um etwa 0,1 gréfieren Konstanten (die noch immer kleiner als 1 ist), so 
wird der Hilfssatz entbehrlich. So kann der Beweis noch wesentlich kiirzer 
gefiihrt werden. 


§ 2 
Aus (1.9) folgt, dafi in (7) fiir g die Zahl 
(2.1) Ci = 26(3)—£(2) 


gesetzt werden darf. Nun zeige ich, dai C; durch eine wesentlich kleinere 
Zahl ersetzt werden darf. 


SATZ 2. In (7) darf fiir q die Zahl 


(2. 2) C= VCC 
gesetzt werden, wobei 
(2. 3) Co=7+26(4)—6£(3)—C(2) 


bezeichnet. 
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BEwEls. Setzt man (1.9) in (1.14) ein, so folgt aus der Positivitat von 
2—(1 +x) fiir x=/2—1 und daraus, daf g/(f) ihr Vorzeichen im Intervall 
(0,1) nicht andert, 


fo 


2.4 ! — eel: 

( ) | Zn+1(x)|S Ci Mass SKF x(RET ExT 
LV =) EE—1)—(1 +)) 
tt 14 x)\(K4xX)(RE T+ XE)’ 


falls x=/2—1; fiir x>//2—1 gilt dieselbe Abschatzung mit dem einzigen 
Unterschied, dafi dann auch das dem Fall k—2 entsprechende Glied in der 
zweiten Summe fallen gelassen werden muf. Man erhilt, ebenso wie bei 
dem Beweis von (1.9), dai die Klammer auf der rechten Seite von (2. 4) 
fiir x —O maximal ist, also 


i es ee 1) 1) 
fai k(kK+1)? 9 k(k-+ 1)! , 

oder, indem man den Klammerausdruck wieder durch die Werte der Rie- 

mannschen Zeta-Funktion ausdriickt, 


|Zns1(x)| = CM. 


2.5) | Zrii (x)| SCiC2Mi-1, 
wobei C2 die Bedeutung (2.3) hat. (2.5) ist gleichbedeutend mit 
Mn Ci CaM,-1, 


womit auch unser Satz 2 bewiesen ist. 


BUDAPEST, FORSCHUNGSINSTITUT FUR MATHEMATIK 
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 


(Eingegangen am 10. Juni 1960.) 
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ON SOME FURTHER ONE-SIDED THEOREMS OF NEW TYPE 
IN THE THEORY OF DIOPHANTINE APPROXIMATIONS 


By 
P. TURAN (Budapest), member of the Academy 


1. A natural generalization of some classical theorems in the theory of 
diophantine approximations the present author has found in certain systema- 
tical estimations concerning generalized power-sums of complex numbers. 
The fruitfulness of this new trend was shown by various applications in 
the analysis and analytical number theory.’ As a typical one of these estima- 
tions which can be compared with the results of the present paper we quote 
the following theorem: 


If m is a non-negative integer, further 


m2.) Le] 2)| [20 = ++ |2,| 


and 6, bs,...,6, are complex numbers with 
min |b; + ---+6,|>0, 


p=) geeey 


then there is an integer v with 


(1. 2) m+1lsv=sm-+n 
and : 
S45” ees te 
a1: 3) rm Dxz, | = Fer +n) ] TE by + ao re 


As E. MAKAI proved’ replacing on the right side the constant 8 by 


1 See my book Eine neue Methode in der Analysis und deren Anwendungen (Buda- 
pest, 1953). Here the emphasis was led on the applications; for a first account of a syste- 
matization of the underlying theory see my paper “Uber eine neue Methode der Analysis” 
(Wiss. Zeitschr. der Humboldt Univ. zu Berlin Jg., (1955/56), pp. 275—279) as well as the 
Chinese edition of my book. A completely rewritten and enlarged English version will 
appear in the Jnterscience Tracts series. 

2 Originally I stated this theorem with 24e? instead of 8e; this stronger form is 
contained in our paper with Vera T. Sds (On some new theorems in the theory of dio- 
phantine approximations, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 6 (1955), pp. 241—255), apart from 
a remark of S. Ucutvama, made in his paper “A note on the second main theorem of 


P. Turan”, ibid., 9 (1958), 379—380. . 
8 See his paper “The first main theorem of P. Turan”, Acta Math. Acad. Sct. Hung., 


10 (1959), pp. 405—412. 
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5 32,89, the estimation (1.3) becomes for a suitable system of 
or bf, ...,b*), (zt, ..-, 2) with (1.1) false for each n22 and sufficiently 
large m’s. 

2. The number of applications of this theorem in the analytical number 
theory became in the meantime still larger, but some questions concerning 
the sign of the prime number formula or those concerning the distribution 
of primes in different progressions mod 4 suggest the search for theorems 


asserting that 


} 


nt 

se ld 

Re ~ bz; 
ira 


assumes in every “not too large” intervals “not too small” positive and ‘‘not 
too large’ negative values. Easy counterexamples show, however, that such 
“one-sided’’ theorems cannot hold generally, i. e. for variable z;’s_ satisfying 
only (1.1) (keeping the 6,’s fixed) and all we can hope is to obtain 
“restricted” one-sided theorems, i.e. such ones where the 2j-variables are 
subject to a geometrical restriction (beside (1.1)). The following restriction 
seems to be the most suitable for our purposes: 


There is-a5x% wih Uses on such that on the complex z-plane no Z)- 
numbers are in the angle 
(22) larc z| =x. 

Under this restriction, which might be called A(~z)-restriction in the 
sequel, | proved the following theorem: 

If m is a non-negative integer, further 

1] = [21| = |20| 2 +--+ = [Z| 

and the z;'s satisfy an R(x)-restriction, then there are positive integers 1; 
and v» with 


(2. 2) m+1sysm+n(3+=| (j= 1,2), 

further ; x 
ee cr: 

yrs gti Cee 

ae) Re Se lstmaay| 


* See among others my paper “On the so-called density hypothesis in the theory of 
the zeta-function of Riemann”, Acta Arith., 4 (1958), pp. 31—56; or S. Knapowski, On the 
mean values of certain functions in prime number theory, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 
10 (1959), pp. 375—390; or W. Stas, Uber eine Anwendung der Methode von Turan auf die 
Theorie des Restgliedes im Primidealsatz, Acta Arith., 5 (1959), pp. 179—196 etc. 
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and : 
s “Se 
2.4 s’ se ee eee : 
ae Res ey (m-- n) | 


My proof of this theorem together with another one-sided theorems 
suggested by the theory, appeared in Vol. XI of this periodical. As I learned 
from a letter of Mr. S. KNAPowskI he succeeded in proving by an ingenious 
use of theorem (2. 2)—(2.3)—(2. 4) the following theorem which was a long- 
standing desideratum in the literature’ of the prime number theory: 

Denoting, as usual, by 4(n) the von Mangoldt symbol 

\logp for n=p*< (p prime), 


eS eo otherwise, 


and by @—)+/y an arbitrary zero of the Riemann zeta-function with 
h=s, Yo >O, there is a positive, explicitly calculable constant C such that for 


log? y, 
J inax lc, 2.) 
we have 
log T 


— , Sh — 
max > A(n)—x)> Dee | log log 7 
ISrST nS 
and 
log T 


min (ot A(n)—x) Pes Te iogtogT 
== 1=r 


3. Hence the significance of the theorem (2.2)—(2.3)—(2.4) is clear. 
But it is still unsatisfactory for two reasons. The theorem (1. 1)—(1. 2)—(1. 3) 
can be applied in some cases’ when not all 6,’s are 1; hence in the theorem 
(2. 2)—(2. 3)—(2. 4) the lack of the coefficients 6; ought to be removed. 
Secondly, a comparison of theorems (1. 1)—(1.2)—(1.3) and (2. 2)—(2. 3)— 
(2.4) shows that the right sides of (2.3) and (2.4) are much weaker than 
that in (1.3) (the occurring exponents being of order n* and n, resp.). 
To meet these requirements we shall prove the following one-sided 


THEOREM. /f m is a non-negative integer, further 
(3.1) [ha 25) = | Sy 


and the z;’s satisfy an R(x)-restriction in (2.1), further the 6;'s are complex 
numbers with 


i 
min Re >, 6;>0, 
a 


Kamal Orang tt 


5 See J. E. LirrLewoop, Mathematical notes (12). An inequality for a sum of cosines, 


f } 1937), pp. 217—222. 
lie te ee Geeta on a explicit estimation in the prime number theory, 


Journal London Math. Soc., 34 (1959), pp. 437—441. 
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then there exist positive integers 7, and v2 such that 


(3. 2) m+1s7,= em+n(3+3 #) (f= 1525 
further 


(3.3) ‘Re 50 =aney| 2 He A )) min (Redo 


ae 24¢!{m +n (3 a = aay i 


and 


n ; ] n 2n : pal 
(3.4) Re S627! =— | ——\" min [Res o. 
Fl 2n-+ 1 243 [m+n (3+) pat, ccf j=l 


Now the analogy between (1.3) and (3.3)—(3.4) is much more satis- 
factory; but in the two-sided case we had no A(x)-restriction. Since the 
R(x)-restriction showed itself manageable in the applications, the problem 
became important, in which way the estimation (1.3) can be improved when 
the z’s satisfy an R(x)-restriction? To this problem and to the applications 
of the above theorem { shall return elsewhere. 


4. To the proof of our theorem we shall need the 

LEMMA. The polynomial 
(4. 1) F(z) =2% +ay2z"1+...+ay 
with real coefficients and all zeros in the circle \z}=1 but outside the angle 
(4. 2) jarcz| =x o<x=3| 


can be multiplied by a polynomial g(z) with real coefficients (but not neces- 
sarily with leading coefficient 1) so that writing 


(4. 3) F(z) 9(2) = 2yey2" 


a) the coefficients e, are non-negative, 
b) the degree of F(z)@(z) is 


c) the inequality 


holds and, finally, 
d) the coefficient of the highest power of z in F(z) p(z) is 


= 3°* 
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5. For the proof of this lemma we shall need some preliminary remarks. 
First of all we notice the identity 


Rie cos ¥- wwe) SUF DY y rapes sin(k + 2)y weet sin(kK+1)7 nao 


(5.1) =  ~sin'y sin y siny 
for all complex w’s and real y; this is an easy consequence of the the relation 
1 — sin(u + De 
I—2cosy- wtw & siny 
valid for |w\|<1. Let 
(5. 2) = 2720 
and we apply (5.1) with 
[B+ 
ga 
this gives 
le sin(1 +|=]}r a 
sin(u-- 1)y vi)’ Gl 
(5.3) (1—2 cosy w+ w*) = Tel 1 sae i ae 
aa aE : cL a el OL a 
snl Flr ere, onl [Fel es, (sete ere 
+ ——_____—_ WwW | + se Ww ie rear. W 
siny sin y sin 
Putting 
sin(u+1)y 2 we ; 
aly )\=-— siny for wu E 
and 
sinQu+ Dy, |sin@’+2)rl  ¢ -|2 ce 
(5. 4) an(y) = sin y | 2siny mes Vu 
(5.3) gives the following modified identity: 
Bs a 
a sn(| Fler oy 
a ; ae 


(1—2 cosy-w-+ w’) s any) We 1 2siny 


sin([]+1)+| ; .) CaN 


(5.5) fA | sin y i Dein 


eg lh =o 
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We evidently have for all w’s 
(5. 6) dy (vy) = 0; 


Further obviously 


sin 2 v sin 1 +[2|}r 
a / = I 
(5. 7) cape (y) sin 7 2 sin "4 
Let 
T  <y<"  (N* integer =2) 
Ne hee ae Oe te 
or rather 
; ieee IC “ IU <9 2 
A) 1 58a! NSD) 


then the expression in (5.7) goes into 


bea fo AEG 1 . (I—)a 
sin N*y——sin(N*+1)y  sin-=, + — sin z 
/ 2 > N + 1 2 N det U(9). 
sin 7 ba 
sin N* 
For O27 > we have 
sina 
U9) = 1 Ze 1 2 4 2 2 
‘ sin 4cos ~~ 2y2 Ja 
N* 2N* 


l << Qo 
and for 5 y=! 
Spee a 
~~ 2IN* 42 he Nee 2 


f)= : 
oC) “ N+1a 37” 


A It 
Sil aye 
Hence we have 
Z 
(5. 9) 1 = 32° 
independently of y. 


6. Now we can turn to the proof of our lemma. Write 


(6. 1) —A; (f= 1,2,..., 71) 
for the negative zeros of F(z), further 
(6. 2) rer (i =1, 2, ...»%) 
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for the complex-conjugate zeros of F(z) with 


(6. 3) = =A; <1 

and, finally, 

(6. 4) 0; e+'B; (j= 1, 2,..., 78) 
for the complex-conjugate zeros of ica with 

(6. 5) x <8; — : 

some of these categories can be empty. Then we have 

(6. 6) Jit 2fe+ 2h N 

and’ 


6.7) FRI @+4) 1+ 21\008 @|2+-13)- 1] (220; 008 8-246). 
We apply the identity (5.5) with 


z Wd 
a 07” na 
ee enn 3. 
multiplying by ¢."| this gives the identity 


7 
(re 


le 3 7 
-1-p > i) < =—|+1-p 
(6. 8) (2? — 20; COs B; "< i 0;) p> a.(B ye 2h = 2 da, (ayel ee, 


We assert that we may choose as g(z) of our lemma 


Nia 


(6.9) p(2) “11955 an pel Ha 3 

Ze. | | 

(6. 10) Fla thin | 
F(z) (2) =f +4). L142 |cos\2-+1)- iI s d,.(8;)0\"" |. 


This and (5.6) put assertion a) into evidence. The degree of F(z)y(z) is 
pat S(14( 2], 
D hoa S 4] 


7 Empty product means 1. 


13 Acta Mathematica XII/3—4 


. 
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i.e. owing to (6.5) 
ah omits 
sft 2h-+ihl4 “= 7 (ic ppt 2n—% (144 =) 
é V 
which is precisely assertion b). Further, since we have now 
024,28 0272 % 0=0;=1, 


the formula (6.10) leads to 


Js 


ia 
ho dy (2)) ° 
u=0 


(6. 11) Ye, = F(1)p(1) S24 J) > 
j=l 
Using the explicit forms of the coefficients d,.(8;) from (5.5) we have 
it inf}, Jon] 
>» J = 
(6. 12) 
z IU 
sin z 2 sin (|| + is 
= 1 | 8; == Bi 
sin 6; sin (; 
Putting 


we get owing to hea the inequalities 


VES sin sin 8; = 1 
and 
+ |) 
sal +|F| 8 _ sind—4) 3; oe 
~~ sin p; sin 6; 


thus (6.11) and (6.12) give 


Spey <Dirieth— DN, 


136; assertion c). In order to prove assertion d) of our lemma the coefficient 
of the highest power of z in F(z)@(z) is owing to (6. 10) 


Hae, (8), 
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and hence from (5.8) it is 
| ”, \Js : 
=|=—} =|] >3° 
=] | a ea ; 


indeed. Hence our lemma is proved. 


7. Now we can turn to the proof of our theorem; we may suppose 
all z;'s are different. We introduce the numbers ¢; and B; (j—1, 2,..., 2n) by 


ie ae | (fee lj 2ect.5 2) 
and eae 
Boj-1 = 0; 
(7. 2) Relah, | (j=1,2,\.; 1); 
respectively, then we have 
(7. 3) T= |C1]—=|Oo)=[03}—=|Gul=--- 9 (wx <arcGj|=2). 


Let m1, 72,...,2 be the maximal number of different ¢;’s and let 


(7. 4) 1=|m|=|m|=---=m (x<are 7; S72). 
Evidently 
(7. 5) fefS 27; 


the 7;’s have obviously the property that with an 7 also 7 occurs among 
the 7s. Hence the coefficients of 


(7.6) O(2)™ [1 (@—w) 


are real and we may apply our lemma to @(z) as F(z); let the corresponding 
polynomial g(z) be g*(z). Hence N=/ and 


(7.7) Garo Dar 


1 =) 
j= \14— 
aay) x 


with non-negative coefficients e; for which 


(7.8) Mee 2: 
and with the leading coefficient 
(7.9) a7. 


13° 
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8. Let 
2n 
(8. 1) 0 =i ; c 
m-+-n(3-4+ =] 
and ™ | 7 ¥ 
8.2) ge whe) eel a ee eae 
; | a O eu (3:2) 
C x 


w(z) is obviously a polynomial of degree 
l 
(8. 3) eae |- =n (3+2|-1 


with non-negative coefficients, and if the exact degree of D(z)g*(z) is No 
then owing to (7.9) 

4 ff Vv j <\ 2 ae -n(3:7) ze |e Jo ye -n(3+) 
(8.4)  coeffs.z” in yeh re ar ¢ risa? 
for v= N,N+1,..., N+/—-1. 


9. According to a lemma in our above quoted paper with VERA T. Sos 
there is an R with 


(9. 1) Ome it ae! 

so that on the whole periphery of |z|— R the lower estimation 
= O 

(9.2) | P(z)|= esa 


holds, and the same for all partial products. Then the index f is uniquely 
defined by 


(9.3) 1 = |ni| | o] 2+ lyn >R>| ma] 
Let similarly as in the proof of theorem (1. 1)—(1.2)—(. 3) 


i -h 
(9. 4) H, (2) // (2-— ni) 2 N' ch) is 
j=h+l 


0 Cj zy 


(1) 


where the coefficients c; are obviously real. As easy to see, we have 


(9.5) eee (20 ny 
Further we consider the auxiliary polynomial H2(z) of degree =A—1, 


S ff the product is empty, it means 1. 
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defined by 


] 
ny FT (n;) of = 1, Ye eeny h) 


(9. 6) Hy(ni) = 


(NM in (8. 4)). Owing to the definition of the 1,’s, the Lagrange interpolation 
formula gives at once that H(z) is real on the real axis. Writing F(Z) 
first in the form of Newton interpolation polynomial 


(9.7) F(z) =o) +e (z—m) +P (z—m) (e—m) += 
chu (2— m1) (2— 2)++ (2140-1), 


we have owing to Norlund’s integral representation 


2 1 \ ds 
Q) a x 
Sai J si (s) (s—m1) (S—m)---(S— Navi) (d=0, 1,...,4—1) 


jsi= 


and thus using (9. 2) the estimation for all a’s 


(2); — l 4 \' 
(9. 8) [cS Sem asi 
Writing H2(z) in the form tt 
(9. 9) H2(z)= 2 ci Z4 
the coefficients c\’’ are real and given by 

Le = Choa 
POD O= 0 = hi—2 
— . ch CG m3, Bit Case >, Zj@ja— °° 9 
1), Sd+ ISjip<jeSd+2 


thus using (9.8) we have for dO, 1,...,#—1 the inequality 


ne ee Pa d-2)\ 
ler (Soe ern an \} +{54 |+ D oF 


x * Eyer, tee ae = MWhtelt 


We need further the polynomial H(z) detined by 


(9. 11) H(z) Hi (2) H(z) = >, cy 2” 


y—0 
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with real coefficients and of degree =/—1. For its coefficients we have 


| (eye) = 
1 
| Pihinihe 
owing to (9.5) and (9.10). 
10. Finally, we consider the polynomials 
(10. 1) (2) +2™°H3(z) 2 5c) 2”, 
(10. 2) p(2)— 2" Hs(z) = Sve 2"3 


they are first of all polynomials with real coefficients, since H3(z) and w(z) 
are such ones. But we assert, moreover, that all coefficients are non-negative. 
For y< Np this follows simply from the non-negativity of the coefficients e7. 
For M=v=S=N-+/—1 we have 


sy 
= 


(9. 12) 


—= Jl-hOh-1 = é 
Say 2 naa ; pers f= 


(5) (4) 
Cy =e + Cy- No? 


pee 
a 1 3 mn(3 “) 1 1 


8 2n 
i =i] [5 2. Pom lia): 


Taking into account (8.3), further /=2n and R=0, the non-negativity of 
the coefficients c\” follows indeed; the assertion for the cs follows analog-— 
ously. Further, owing to the definitions of w(z) and @(z), we have from — 
(10.1) and (10. 2) 


(10. 3) ay Gy nt = = ni ° He (7), oe ryCy Np = — n° H3(y;) 


for j= 1,2,...,/ But owing to the definitions of H3(z), Hi(z) and H(z) 
we have” 


* 


y ,6) 7 (sighes : j= 1,2,...,h- 
LyCy Nj =) Nj tor 
@) ‘h/t ben | 
and 
] 
5,cn oe et aa F=SAl 2 ah 
0 J=h--l,..., 1 


» The second category here and later can be empty. 
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= or 


Ae 1 pel 2p en 
10.4 sc Tia ae: ) . 3) <5 ) 
po.) ; eee 
and 
—i oe, 2 h 
(10. 5 ne cn; m+l+y ems \ f 9 “) ’ 
{ =f) a jJ=hA+1,. 


Owing to the definition of the ¢;’s (10.4) and (10.5) hold also replacing 
the 7;’s by the ¢’s, only the role of fA is taken perhaps by another 
1Sf; =2n. Multiplying (10.4) (with ¢; instead of 7) by B; and summing 
for j= 1,2,...,2n we get 


) hy 
7 rary 41 
sc} ere = Ss 
(j=1 J 
and similarly 
7 ds a -m 1 @ 
2|S age —=— dn 
\ 1 


l= 


or, taking (7.1) and (7.2) into account, 


hy 
(10. 6) 3,c9(Re 3 527"""| = Re > 0; 
: j=! 
and 
hy 
(10. 7) 3 ve)(Re> b,2 bz pret) a =aRe >) .Dy: 
. j=l 


Hence from the non-negativity of the coefficients c® and c) and taking into 
account the fact that the degree of the polynomials in (10.1) and (10.2) is 


owing to (8.3) and /=2n at most n(3+-2)—1 we obtained the existence 


of integers 7 and 7 with 


IU 
m+1l=%n, yp=m+n(3+=] 


and 
lL 
a 
nN oe Re pa bj 
vat M1,....% = 
(10. 8) Re > 6j2; — yo) 
ees —yly 
and 


a Voy al Morr j= 
(10. 9) Re 2 bz = 
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11. In order to complete the proof of our theorem we have to find upper 
bounds for yc and ¥,c!’. Since they can be done analogously, it suffices 
to investigate ¥,c)’, say. From (10. 2) 

x,c® = w(1)—Aa(1) = W(1) + 3> 
and using (8.2) and (9.12) it is 


Zao 2n l 1 hoc ea 
ag (ee ee Dhot (a | | | . 
| ] eemew O gre) 2 mina) ] [rs O 


Using also (7.8) we get 


(4) | 
Cy | 


mt 
min (3:2) 
1 | x 


; 48 \"" 
so) 
(11.1) Sc <(2n4 eed (| 


Since we have 
ap 
1 min(3+=) 
2n 


m--n 3+] 


= ee 


i —— 


(11.1) completes the proof. 


(Received 28 June 1960) 


NOTES ON INTERPOLATION. VIII 


(MEAN CONVERGENCE IN INFINITE INTERVALS) 


By 
J. BALAZS (Budapest) and P. TURAN (Budapest), member of the Academy! 


1. Let be given the triangular infinite matrix A the n‘ row of which being 


(i) (1) ”) 
Nl icty Xe ary fegetarg gp 


with 
fh. 1) xy xf" >. ox" 


for n=—1,2,...; if there is no danger of misunderstanding, we shall drop 
the upper index. The nt Lagrange interpolation polynomial L,(f, A) of 
a function f belonging to A is the polynomial 


(1. 2) 2, Fr Mon (% A) = & FO) bX) 
P= v= 
of degree =n—1 which coincides with f(x) at x =x!” (v1, 2,..., n). Here 
(1.3) w(X)= n(x) = w,(x, A) = TI «—x?)= TT (x—x,) 
ee y= 


and the ‘fundamental functions” /,,,(x) are given by 


o (x) 
o' (Xy)(X—Xv) 


(1.4) lym (x, A) = by(x) = 


2. Most of the investigations concerning these polynomials L,(f) refer 
to the “finite’ case, i. e. when all points of A are e.g. in the interval 
[—1, +1]. The infinite case, i. e. when the points of A are in [—co, +c], 
received much less attention; as a matter of fact, we are not aware of any 
results in this direction apart from those contained in the book of SHOHAT* 


1 The content of this paper was the subject of a lecture we gave at the mathema- 
tical symposium of the Humboldt University, Berlin on 11 November 1960. 

2 Added in proof (2 October 1961). Prof J. Geronius kindly called our attention to 
the paper of J. SHonat entitled “Application of orthogonal Tchebyscheff polynomials etc.”, 
Annali di Math., Ser. IV, 18 (1939), pp. 201—238. Though this paper deals with problem 
of mean convergence, SHonat and Tamarkin did not find it worth even quote in their book 
on Moment problem in 1943, though the book contains a detailed chapter on mechanical 


quadrature. 
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and TAMARKIN, The problem of moments. They deal with the sequence 


{e0) 


| L.(f, A)dw(x), 


i. e. with the mechanical quadrature when the n™ row of A is given by 
the zeros of q(x) ¢n-1Gn-1(X); Qn(X) being the n' orthogonal polynomial 
belonging to the weight d(x) in [—cx, + ov]. In what follows we shall confine 
ourselves to a special class B of weights of the form 


h(x) 
§ (x) 
our considerations could be extended to a more general class C, but this 
would not be effective, i.e. the decision, whether or not a given weight belongs 
to the class C is difficult in general (polynomial approximability along the 
whole real axis with respect to a given weight is concerned). As to the class 
B of weights, let g(x) be even and infinitely often derivable with 

(2. 2) ge” (x)>0 (P04) Bias reals 


further for x>O let logg(x) be a convex function of log x and 


ax 


(2. 1) P(x)dx = 


@ 


(2.3) | ae dx = +0; 


as to A(x) we require only non-negativity on the real axis and 


@o 


(2. 4) J A@dx<e. 


One sees at once that g(x) can be chosen e.g. as exp (x), k positive integer, 
or more generally if g(x) is an entire function of the form 


20(x) ia Dy ayx**; : 

v=0 i 
the a,’s being positive and tending to 0 “not too rapidly”. Fixing a p(x) 
from the class B we choose the matrix of interpolation from the matrix class 


Ay the n'" row of which consists of the zeros of the equation 
(2.5) Qu (x) = 0. 
Now we assert the 


THEOREM. /f A€ Ao, further f(x) is continuous on the real axis satisfying 


(2.6) im 2) 9 
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then we have 
(2.7) lim | {/@)—Lulf, A) pdx =0. 


Hence the Lagrange interpolation polynomials converge “in mean” 
to f(x). As far as we know this is the first general theorem in this direction 
when the interval is infinite. For finite intervals ERDOs and the second of us 
proved the corresponding theorem® in 1934. 


With an arbitrarily small O<e< - choosing 
h(x) a en. 2(x) — e(1-28)«* 
h : 
— obviously belongs to the class B; hence we got the 


COROLLARY. For the Lagrange interpolation polynomial L,(f) taken at 
the zeros of H,,(x), the n* Hermite polynomial, we have 


lim | {f(C)—L.(f)}e-"dx —0 


whenever f(x) is continuous and 
1 2 
lim Foye 0 
®%>+0 
holds. 
This corollary seems not to be noted before. Schwarz’s inequality gives 


further 


_f pee 
(2.8) lim | |f0@)—La(f, A)| ax =0 
n> = V2(x) 


for the matrices Ay whenever f(x) is continuous and (2.6) is fulfilled. It would 
not be difficult to replace in the theorem the continuity by A-integrability 
of f and f?, but in the interpolation theory continuity is the natural requirement. 

It would be easy to deduce by a reasoning applied first by FEJER 
the facts 


(2.9) lim — max )xi”| = 00 
m>o j=1,2,...,” 

and, for arbitrarily large d>0, 

(2. 10) fimemak (x). —X,41) =0 


3 P. Erpés and P. Turan, On Interpolation. I, Annals of Math., 38 (1937), pp. 142— 
1 

155. The essential relation (13) is stated there if only | p(x)dx exists and p(x)= M owing 
=f 


to misprint: the letter M is to be replaced by 0. 
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where the max refers to those x;”s for which 
—d Ex <x Ed. 
But it is easy to prove by a direct reasoning that if p(x)=0 and all integrals 


fee) 


(2. 11) | x p(ax 


exist, then (2.9) holds, and to show by an example that 
oe i (vy =1, 2,...,n;n=1, 2,...) 
(K is independent of n) can occur. 
3. For the proof we remark first that from (2.2) and (2.3) it follows 
that \e(x) is even, log|g(x) is for x>O a convex function of logx and 


fee} 


‘log hz (xy), eae 
ae 4 


But then the theorem of S. BERNSTEIN—MANDELBROJT’ gives that for the 
functions satisfying (2.6) and for an arbitrarily small «>0 there is a polynomial 
zu; (x) of degree k such that on the whole real axis 
f(x) — 
(3. 1) AGS) 2Ux.(X)| <¢ 
Vg) 


Further we shall need the 

LEMMA. We have for n= 1,2,... the inequality 
pe = = 

L,(xPp(x)dx = | h(x)dx. 


= 


> £@) 


For the proof we consider the polynomial W(x) of degree =2n—1 
uniquely determined by the conditions 


W(x,) = 2(X), W’' (Xr) =g2'(xX) (v= 1,2, ose 
This polynomial, as easy to verify, can be written in the form 


(2) WE) =D eG) 1 — LT xa) | HOD ¢ a) —aN oP. 
Let 


(3. 3) A(x)" g(x) —W0) 
which is again infinitely often derivable: then we have for »—1,2,...,2” 
(3. 4) A (Xs) = (xs) = 0: 


1S. Bernstein, Legons sur les propriétés extrémales etc., and S. MANDELBROJT, Séries 
adherentes, régularisation des suites, applications, in part, p. 182. 
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Owing to the divergence of the integral in (2.3) and the logarithmic convexity 
of g(x) we easily get that for all fixed positive integer k’s 


lim cai 


=, 
rrto £(Xx) 


f¢€. from (3, 3) 
3.5) sg (+ c)=—=+1., 
We now assert that on the real axis we have 
(3.6) ake Oni, W(x) 9(x). 
For if we had with a real & 
A (&)<0, 


then owing to (3.4) and (3.5) 4(x) would have at least 2n-+-1 real roots 
(counted by multiplicity), i. e. after repeated applications of Rolle’s theorem 
with a suitable real 7) 


fn) ==), 
But since the degree of W(x) is =2n—1, (3.3) would give 
ger() = 0, 


in contradiction to (2.2); hence (3.6) is true. Multiplying in (3.6) by p(x) 
and integrating for (—~, + ~~) we get 


(3. 7) | W(x)p(x)dx = | h(x)dx. 


But owing to the orthogonality property of q,(x) we have 


ice} 


(x— Xl, (x)?p(x)dx = FCS qu (X) 


ao 


u(x) aa 
ee p(xjdx==0; 


a) 


hence inserting in (3.7) the explicit form of W(x) in (3.2) the lemma follows. 


4, Now we can finish the proof of the theorem as follows. We fix an 
arbitrarily small «>O and consider the polynomial zu.(x) from (3.1). Fixing 
‘an integer n with n=k-+-1, denoting 


(4.1) f(x) —20.(x)"" D(x) 
and taking into account the linearity of the operation L,(/; A) and the relation 


Li(atr, A)= (Xx) 
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we get at once 


dee | {f(x)—Li(f, A) Pp (x)ax = | {D@)—LAD, A)}?p(x)dx = 
(oe : ‘ 
<2 | D*(x)p(x)dx+2 | L.(D, AYp(xdx fi tJ 


As to Jn, (3.1), (4.1) and (2.1) give at once 


ioe) 


(4.3) hse | hax. 
As to J;; we have 
(4. 4) — > > D(x) Dex, ) | L(x) L(x) p(x)dx. 


Observing as we did in our paper with Erpos that for «wy again owing 
to the orthogonality 


= (ant) 
Jueoneree ax — MEY J Ka ema) MOPED A=0 
we get from (4. 4) 
= > D6)? | h(a) p dx, 


and using (3.1), (4.1) 


oO 


Hse > alas) | he (a)ax. 


-@ 


Hence by the lemma, (4.3) and (4.2) we get 


J=2# | h(x) dx 


which proves the theorem. 


(Received 7 February 1961) 
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